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1. EinleitungDiese Arbeit beshäftigt sih hauptsählih mit den sogenannten Tight-Spans metrisherRäume. Diese wurden erstmals 1964 von Isbell in [Isb64℄ betrahtet (dort unter dem Na-men �injektive Hülle�). Wenn wir einen endlihen metrishen Raum betrahten, so kannder Tight-Span mit einem gewissen polytopalen Komplex identi�ziert werden (vergleihe[Dre84℄). In [SY04℄ wird bemerkt, dass dieser Komplex dual zu bestimmten Triangulie-rungen des Hypersimplex ist. Deshalb werden wir zu Beginn Triangulierungen von Bällenbetrahten.Endlihe metrishe Räume treten beispielsweise in der Biologie bei der sogenann-ten Phylogenetishen Analyse beziehungsweise Taxonomie auf. Dort wird der geneti-she �Abstand� von mehreren Lebewesen gemessen, um ein Abstammungsverhältnis fest-zustellen. Man möhte dann beispielsweise wissen, ob eine so vorgegebene Metrik als(Abstammungs-)Baum dargestellt werden kann (siehe dazu zum Beispiel [DMT96℄ oder[Hub97℄). In diesem Fall hätte der Tight-Span Dimension eins. Die Dimension des Tight-Spans kann also als ein Maÿ dafür gesehen werden, wie weit eine Metrik von einem solhenBaum entfernt ist.Man betrahtet dann den F -Vektor des Tight-Spans, der angibt, wie viele Seiten wel-her Dimension im zugeordneten Komplex C vorkommen. Develin zeigte in [Dev04℄, dassdie Dimension von Tight-Spans generisher Metriken auf n Punkten zwishen �n3 � und�n2 � liegt. Dieses Ergebnis war auh die Motivation für die vorliegende Arbeit, in der wiruns mit dem F -Vektor von Tight-Spans beshäftigen und Shranken für die Anzahl derSeiten vershiedener Dimensionen beweisen werden.AufbauIm zweiten Kapitel beshäftigen wir uns mit triangulierten Bällen. Insbesondere werdenwir dabei solhe mit der Eigenshaft betrahten, dass innere Simplexe nur ab einer be-stimmten Dimension vorkommen. Hier werden wir sehen, dass dann shon weitere Kom-ponenten des H-Vektors des inneren Teils der Triangulierung bestimmt sind. Im zweitenAbshnitt werden wir uns auf den Fall beshränken, in dem keine inneren Simplexe derDimension kleiner als �n2 � vorkommen, und Bedingungen für den F -Vektor des innerenTeils der Triangulierung beweisen. Diese können interessanterweise mit den Genohi-Zahlen (siehe Anhang A) in Verbindung gebraht werden. Zum Shluss mahen wir noheinige Bemerkungen.Im dritten Kapitel wird die Dualität von Tight-Spans und Triangulierungen des Hyper-5



1. Einleitungsimplex �(n; 2) erläutert. Auÿerdem wird ein Zusammenhang zwishen der Triangulie-rung des Randes des Hypersimplex und den Tight-Spans der Einshränkungen der Metrikhergestellt. Weiter stellen wir die von Develin in [Dev04℄ entwikelte Theorie über Tight-Spans und gewisse lineare Programme vor und benutzen sie um einige Hilfsresultate her-zuleiten. Zum Shluss wird skizziert, wie man damit einen Algorithmus zur Berehnungdes F -Vektors bekommt.Im vierten Kapitel wird eine obere Shranke für den H- und den F -Vektor von Tight-Spans bewiesen und ein Beispiel angegeben, für das diese erreiht wird. Zusätzlih wird fürdie shon in [Dev04℄ bewiesene Mindestdimension von Tight-Spans generisher Metrikeneine minimale Anzahl von Simplexen dieser maximalen Dimension gezeigt und ebenfallsein Beispiel angegeben, für das diese erreiht wird.Im Anhang befassen wir uns shlieÿlih mit den Genohi-Zahlen.AbbildungenDas Titelbild stellt eine Visualisierung des Tight-Spans einer Metrik da, die die gegen-seitigen Entfernungen der Universitätsstädte Darmstadt, Berlin, Münhen und Freiburgmisst.Diese Abbildung, sowie die Abbildungen 2.1 und 3.2 und alle weiteren Darstellun-gen von Tight-Spans wurden mit Hilfe des Programms Polymake [GJ00℄ in Javaview[PHPR05℄ visualisiert. Bei den Bildern der Tight-Spans wurden zwei vershiedene Artender Visualisierung benutzt. Die eine Möglihkeit (Titelbild, Abbildungen 3.1, 4.1 und Ab-bildung 4.5 oben) versuht die Abstände der Punkte möglihst genau zu reproduzieren.(Soweit dies bei einer dreidimensionalen Darstellung eines höherdimensionalen Objektsmöglih ist.) Bei der anderen Darstellungsform (Abbildung 4.2 und Abbildung 4.5 unten)wird auf die metrishen Eigenshaften keine Rüksiht genommen, und eine möglihstübersihtlihe kombinatorishe Darstellung erzeugt. In beiden Darstellungsformen sinddie dunklen Punkte die ursprünglihen Punkte der Metrik, die helleren die Punkte, dieim Tight-Span dazukommen.
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2. F - und H-Vektoren speziellertriangulierter BälleFür einen polytopalen Komplex� C zählt der f -Vektor f(C) in fi(C) die Anzahl derSeiten der Dimension i. (Dabei betrahten wir die leere Menge als Seite der Dimension�1, das heiÿt es gilt f�1(C) = 1.) Ist C ein (n�1)-Ball B (beispielsweise ein trianguliertesPolytop), so wird auh auf den Rand eine Unterteilung induziert und wir können denf -Vektor f(�B) des Randes betrahten. Mit f(BÆ) := f(B)� f(�B) bezeihnen wir denf -Vektor des inneren Anteils der Triangulierungy. Zusätzlih zum f -Vektor betrahtetman oft auh den h-Vektor eines Polytops beziehungsweise eines polytopalen Komplexes,der sih aus dem f -Vektor durhhi(B) := iXj=0(�1)i�j� n�ji�j �fj�1(B);hi(�B) := iXj=0(�1)i�j� n�1�ji�j �fj�1(�B) undhi(BÆ) := iXj=0(�1)i�j� n�ji�j �fj�1(BÆ)ergibt. Manhmal spielt auh der g-Vektor, de�niert durh g0 := 1 und gi := hi � hi�1für i � 1, eine Rolle.Zusätzlih de�nieren wir den F - und den H-Vektor von B durhHi(B) := hn�i(BÆ) und Fi(B) := fn�i�1(BÆ):Dann gelten die BeziehungenHi(B) = nXj=i(�1)i�j� ji �Fj(B) und Fi(B) = nXj=i � ji �Hj(B): (2.0.1)�Ein polytopaler Komplex ist eine endlihe Menge C von Polytopen, sodass für jedes Polytop P 2 Cauh alle Seiten von P in C enthalten sind, und für zwei Polytope P;Q 2 C deren Shnitt P \Q eineSeite von beiden ist. Die Elemente von C nennen wir auh Seiten von C. Für eine Einführung in dieTheorie der Polytope siehe beispielsweise [Zie95℄ oder [Grü03℄. Eine historishe Referenz ist [Sh01℄.yMan beahte, dass es sih bei BÆ niht um einen polytopalen Komplex handelt. 7



2. F - und H-Vektoren spezieller triangulierter Bälle2.1. Gleihungen für den H-VektorFür ein n-dimensionales simpliziales� Polytop P gelten die bekannten Dehn-Sommerville-Gleihungen hi(P ) = hn�i(P ) (für einen Beweis siehe beispielsweise [MM71℄, [Sta80℄oder [Grü03℄). Sie können auf sogenannte eulershe Pseudomannigfaltigkeiten und damitinsbesondere auf beliebige triangulierte Sphären verallgemeinert werden [Kle64℄.Um unsere Gleihungen herzuleiten, betrahten wir eine interessante Folgerung ausdiesen verallgemeinerten Dehn-Sommerville-Gleihungen, die den h-Vektor eines trian-gulierten Balles mit dem g-Vektor des Randes in Verbindung bringt:Satz 2.1.1 (Theorem 15.3.6 in [BB97℄)Für einen triangulierten (n� 1)-Ball B und dessen (n� 2)-dimensionale Randsphäre giltgi(�B) = hi(B)� hn�i(B): (2.1.2)Daraus können wir als erstes einen einfahen Zusammenhang zwishen dem neu de�-nierten H-Vektor und dem bekannten h-Vektor eines triangulierten Balles angeben. Inetwas anderer Form �ndet man diesen Satz auh in [MM04, Theorem 2.3℄.Satz 2.1.2Für einen triangulierten (n� 1)-Ball B giltHi(B) = hi(B):Beweis. Nah Satz 2.1.1 gilthn�i(B) = hi(B)� gi(�B) = iXj=0(�1)i�j� n�ji�j �fj�1(B)�0� iXj=0(�1)i�j� n�1�ji�j �fj�1(�B)� i�1Xj=0(�1)i�1�j� n�1�ji�1�j �fj�1(�B)1A= iXj=0(�1)i�j� n�ji�j � (fj�1(BÆ) + fj�1(�B)) � iXj=0(�1)i�j� n�ji�j �fj�1(�B)= iXj=0(�1)i�j� n�ji�j �fj�1(BÆ) = hi(BÆ) = Hn�i(B): 2Auÿerdem mahen wir mit Satz 2.1.1 eine einfahe Beobahtung, aus der wir einewihtige Folgerung ziehen:�Ein Polytop heiÿt simplizial, wenn alle ehten Seiten Simplexe sind.8



2.1. Gleihungen für den H-VektorSatz 2.1.3Sei B ein triangulierter Ball mit hi(B) = 0 für i > k, dann giltgi(�B) = hi(B) für i < n� k undgi(�B) = �hn�i(B) für i > k:Beweis. Folgt direkt aus Satz 2.1.1. 2Korollar 2.1.4Sei B ein triangulierter Ball, in dem alle inneren Simplexe mindestens Dimension k haben.Dann giltHi(B) = hi(B) = gi(�B) = iXj=0(�1)i�j� n�ji�j �fj�1(�B) für i � k undHi(B) = hi(B) = 0 für i � n� k:Man beahte, dass für i � k auh fj�1(�B) = fj�1(B) gilt und damit in der oberenGleihung hi(B) =Pij=0(�1)i�j� n�ji�j �fj�1(�B) trivial ist.Beweis. Nah Voraussetzung gilt Fn�i�1(B) = fi(BÆ) = 0 für i < k, also Fi(B) = 0 undwegen Gleihung (2.0.1) und Satz 2.1.2 auh Hi(B) = hi(B) = 0 für i > n�k�1. Damitfolgt aus Satz 2.1.3 die Behauptung. 2Insbesondere ist also bei Bällen, in denen alle inneren Simplexe mindestens Dimension�n�12 � haben, der f -Vektor einer Triangulierung shon durh den f -Vektor der auf denRand induzierten Triangulierung bestimmt.Diese Beobahtung wird es uns am Ende ermöglihen, die obere Shranke für denF -Vektor von Tight-Spans zu beweisen.Beispiel 2.1.5 Sei B die in Abbildung 2.1 dargestellte Triangulierung des Oktaeders.(Bis auf Symmetrien ist dies die einzig möglihe, wenn man keine inneren Punkte erlaubt.)Man erkennt, dass f(B) = (1; 6; 13; 12; 4), f(�B) = (1; 6; 12; 8) und somit f(BÆ) =(0; 0; 1; 4; 4). Wir berehnen die entsprehenden h-Vektoren zu h(B) = (1; 2; 1; 0; 0),h(�B) = (1; 3; 3; 1) und h(BÆ) = (0; 0; 1; 2; 1). Es gilt also Hi(B) = hn�i(BÆ) = hi(B),wie wir auh aus Satz 2.1.2 shlieÿen können.In B haben alle inneren Simplexe mindestens Dimension eins. Berehnen wir auÿerdemnoh g(�B) = (1; 2; 0;�2;�1), lassen sih Satz 2.1.3 und Korollar 2.1.4 für unser Beispielveri�zieren.
9



2. F - und H-Vektoren spezieller triangulierter Bälle

Abbildung 2.1.: Eine Triangulierung des Oktaeders.2.2. Gleihungen für den F -VektorIn diesem Abshnitt werden wir triangulierte (n� 1)-Bälle B betrahten, die die Bedin-gung Fi(B) = 0 für i > jn2k (2.2.3)erfüllen, also keine inneren Simplexe der Dimension kleiner als �n2 �� 1 besitzen. Mit denErgebnissen aus Abshnitt 2.1 erhalten wir damit zunähst folgende Gleihungen für denF -Vektor:Fi(B) (2.0.1)= nXj=i � ji �Hj(B)Kor. 2:1:4= dn2 e�1Xj=i � ji �gj(�B) +(0; n ungerade� n2i �Hn2 (B); n gerade= dn2 e�1Xj=i jXk=0(�1)j�k� ji �� n�kj�k �fk�1(�B) +(0; n ungerade� n2i �Hn2 (B); n gerade :Somit ist der F -Vektor von B, falls n ungerade ist, shon durh den f -Vektor des Randes�B bestimmt. Falls n gerade ist, kann er mit zusätzlih vorgegebenem Fn2 (B) = Hn2 (B)berehnet werden.10



2.2. Gleihungen für den F -VektorZusätzlih werden wir hier noh anders vorgehen und Gleihungen für den F -Vektordirekt aus einer Version der entsprehenden Dehn-Sommerville-Gleihungen für den f -Vektor herleiten. Dabei werden wir auf den angekündigten Zusammenhang mit denGenohi-Zahlen stoÿen.Wir halten im Folgenden B fest und shreiben zur Vereinfahung der Notation �i :=�i(B) := fn�1�i(�B) und Fi := Fi(B).Satz 2.2.1Für den F -Vektor einer (n� 1)-dimensionalen triangulierten Mannigfaltigkeit mit Randgilt 2Fi = i�1Xk=0(�1)k� n�ki�k �Fk � �i; falls i ungerade: (2.2.4)Beweis. Für den f -Vektor einer m-dimensionalen triangulierten Mannigfaltigkeit B mitRand gelten nah [Kla, Corollary 1.4℄ die Beziehungenfk(B) = mXj=k(�1)j+m� j+1k+1 �(fj(B)� fj(�B)):Somit erhalten wir mit unserer NotationFn�1�k + �n�1�k = n�1Xj=k(�1)j+n�1� j+1k+1 �Fn�1�j = n�1�kXj=0 (�1)j� n�jk+1 �Fj :Durh Setzen von i := n� 1� k ergibt sihFi + �i = iXj=0(�1)j� n�jn�i �Fj = i�1Xj=0(�1)j� n�jn�i �Fj + (�1)iFi:Da i als ungerade angenommen wurde, folgt die Behauptung. 2Wenn wir nun unsere Voraussetzung (2.2.3) benutzen, können wir zeigen:Satz 2.2.2Für eine (n� 1)-dimensionale triangulierte Mannigfaltigkeit mit Rand, die keine innerenSimplexe der Dimension kleiner als �n2 ��1 hat, gilt für die Komponenten F0; F2; : : : ; Fbn2 :� Falls n �4 0; 1bn4 Xk=0 T 2(i�k)+1n�2k F2k = iXk=0D2(i�k)n�2k �2k+1 für �n4 � � i � �n2 �� 1;
11



2. F - und H-Vektoren spezieller triangulierter Bälle� falls n �4 2; 3bn4 Xk=0 T 2(i�k)+1n�2k F2k = iXk=0D2(i�k)n�2k �2k+1 für �n4 �+ 1 � i � �n2 �� 1;bn4 Xk=0 T 2(i�k)+1n�2k F2k = bn4 Xk=0D2(i�k)n�2k �2k+1 + 2Fbn2  für i = �n4 � :Dabei sind die Koe�zienten T in und Din durhT 2k+1n := � n2k+1 �� 12 k�1Xi=0 � n�(2i+1)2(k�i) �T 2i+1n (0 � k < n2 ) und (2.2.5)D0n := 1; D2kn := �12 k�1Xi=0 � n�(2i+1)2(k�i) �D2in (0 < k < n2 ) (2.2.6)rekursiv de�niert.Die Komponenten ungerader Dimension ergeben sih dann durhF2i+1 = 12  iXk=0 T 2i+1�2kn�2k F2k � iXk=0D2i�2kn�2k �2k+1! : (2.2.7)Beweis. Wir beweisen zuerst Gleihung (2.2.7) durh Induktion über i. Der Induktions-anfang i = 0 ergibt sih direkt aus Satz 2.2.1. Für den Induktionsshritt betrahte2F2i+1 Satz 2:2:1= 2iXk=0(�1)k� n�k2i+1�k �Fk � �2i+1= iXk=0 � n�2k2i+1�2k �F2k � i�1Xk=0 � n�(2k+1)2i�2k �F2k+1 � �2i+1Ind.-V.= iXk=0 � n�2k2i+1�2k �F2k � 12 i�1Xk=0 � n�(2k+1)2i�2k ��0� kXj=0 T 2k+1�2jn�2j F2j � kXj=0D2(k�j)n�2j �2j+11A� �2i+1(�)= (n� 2i)F2i + i�1Xj=00�� n�2j2(i�j)+1 �� 12 (i�j)�1Xk=0 � n�2j�(2k+1)2(i�j)�2k �T 2k+1n�2j1AF2j+12 i�1Xj=0 (i�j)�1Xk=0 � n�2j�(2k+1)2(i�j)�2k �D2kn�2j�2j+1 � �2i+1(2.2.5)(2.2.6)= iXj=0 T 2i+1�2jn�2j F2j � iXj=0D2i�2jn�2j �2j+1:12



2.2. Gleihungen für den F -VektorDabei wurde bei (�) benutzt, dassi�1Xk=0 kXj=0 a(i; j; k) = i�1Xj=0 i�1Xk=j a(i; j; k) = i�1Xj=0 i�j�1Xk=0 a(i; j; k + j)für beliebige a : N30 ! R gilt.Setzt man die Voraussetzung F2i+1 = 0 für i > �n�24 � ein, folgt auh der Rest derBehauptung. 2Wir wollen diese Gleihungen nun näher untersuhen:Lemma 2.2.3Für die oben de�nierten Koe�zienten T 2k+1n und D2kn giltT 2k+1n+1 = n+ 1n� 2kT 2k+1n für n > 2k + 1 und (2.2.8)D2kn+1 = nn� 2kD2kn für n > 2k: (2.2.9)Beweis. Wir beweisen die Behauptungen durh Induktion über k. Für k = 0 mussT 1n+1 = n+1n T 1n gelten, was nah De�nition wahr ist. Für k > 0 ergibt sihT 2k+1n+1 (2.2.5)= � n+12k+1 �� 12 k�1Xi=0 � n+1�(2i+1)2(k�i) �T 2i+1n+1Ind.-V.= � n+12k+1 �� 12 k�1Xi=0 � n�(2i+1)2(k�i) � (n� 2i)(n+ 1)(n� 2k)(n� 2i)T 2i+1n= n+ 1n� 2k  � n2k+1 �� 12 k�1Xi=0 � n�(2i+1)2(k�i) �T 2i+1n !(2.2.5)= n+ 1n� 2kT 2k+1n :Für die D2kn betrahten wir zuerst den Induktionsanfang für k = 0. Dort gilt D0n+1 =1 = 1 �D0n. Der Induktionsshritt ergibt sih ausD2kn+1 (2.2.6)= �12 k�1Xi=0 � n+1�(2i+1)2(k�i) �D2in+1Ind.-V.= �12 k�1Xi=0 � n�(2i+1)2(k�i) � (n� 2i)n(n� 2k)(n� 2i)D2in(2.2.6)= nn� 2kD2kn : 213



2. F - und H-Vektoren spezieller triangulierter BälleWir setzen nun t(n) := T 2n+12n+2 und d(n) := D2n2n+2und erhalten so induktiv aus (2.2.8) und (2.2.9) die FormelnT 2k+1n = n�(2k+3)Yi=0 n� in� (2k + 1)� i t(k) = 12k + 2� n2k+1 �t(k) und (2.2.10)D2kn = n�(2k+2)Yi=1 n� in� 2k � id(k) = 12k + 1� n�12k �d(k): (2.2.11)Wir müssen also nur noh die Folgen t(n) und d(n) betrahten:Satz 2.2.4Es gelten die Rekursionsformelnt(0) = 2; t(n) = 2n+ 2� 12 n�1Xi=0 � 2n+22i+2 �t(i) und (2.2.12)d(0) = 1; d(n) = �12 n�1Xi=0 � 2n+12i+1 �d(i): (2.2.13)Beweis. Für t(n) rehnen wir t(0) = T 12 = 2 undt(n) = T 2n+12n+2 (2.2.5)= 2n+ 2� 12 n�1Xi=0(2(n� i) + 1)T 2i+12n+2(2.2.10)= 2n+ 2� 12 n�1Xi=0 2(n� i) + 12i+ 2 � 2n+22i+1 �t(i)= 2n+ 2� 12 n�1Xi=0 � 2n+22i+2 �t(i):Für d(n) ergibt sih analog d(0) = D02 = 1 undd(n) = D2n2n+2 (2.2.6)= �12 n�1Xi=0(2(n� i) + 1)D2i2n+2(2.2.11)= �12 n�1Xi=0 2(n� i) + 12i+ 1 � 2n+12i �d(i)= �12 n�1Xi=0 � 2n+12i+1 �d(i): 214



2.2. Gleihungen für den F -VektorMit diesen Formeln können wir nun den angekündigten Zusammenhang mit den Ge-nohi-Zahlen beweisen:Satz 2.2.5Mit den in Anhang A de�nierten Genohi-Zahlen Gi giltt(n) = �2 �G2(n+1) und (2.2.14)d(n) = �2n+ 1n+ 1 G2(n+1): (2.2.15)Beweis. Um die Behauptung für die t(n) einzusehen, dividieren wir (2.2.12) durh �2und erhaltent(n)�2 = �(n+ 1)� 12 n�1Xi=0 � 2n+22i+2 �t(i)�2 = �(n+ 1)� 12 nXi=1 � 2n+22i � t(i� 1)�2 ;was im Vergleih mit Satz A.1.1(i) das gewünshte Ergebnis liefert.Die zweite Behauptung beweisen wir durh Induktion über n. Für n = 0 gilt d(0) =�G2 = 1 und für n > 0 bekommen wird(n) (2.2.13)= �12 n�1Xi=0 � 2n+12i+1 �d(i) Ind.-V.= 12 n�1Xi=0 � 2n+12i+1 �2i+ 1i+ 1 G2(i+1)= 12 nXi=1 � 2n+12i�1 �2i� 1i G2i= �2n+ 1n+ 1  � 12 nXi=1 � 2n+22i � 2i� 12n+ 1| {z }1� 2(n+1�i)2n+1 G2i!Satz A:1:1(i)= �2n+ 1n+ 1  G2(n+1) + (n+ 1) + (n+ 1) nXi=1 � 2n2i�1 �G2i2i !Satz A:1:1(ii)= �2n+ 1n+ 1 �G2(n+1) + (n+ 1) + (n+ 1)(G2n � 1�G2n)�= �2n+ 1n+ 1 G2(n+1): 2Man kann die Gleihungen aus Satz 2.2.2 also in der FormT 0n ~F = Dn� + h0n (2.2.16)shreiben, mitT 0n 2M ��n+24 � ; �n4 �+ 1� ;Dn 2M ��n+24 � ; �n2 �� ; ~F 2 Rb n4 +1; � 2 Rb n2 ; h0n 2 Rj n+24 k
15



2. F - und H-Vektoren spezieller triangulierter Bälleund den De�nitionenT 0n(i; j) = (T n�2(i+j)+3n�2(j�1) = � 22i�1� n�2(j�1)2(i�1) �Gn�2(i+j)+4; n geradeT n�2(i+j)+2n�2(j�1) = �1i � n�2(j�1)2i�1 �Gn�2(i+j)+3; n ungerade ;~F (i) := F2i;Dn(i; j) := 8<:Dn�2(i+j)+2n�2(j�1) = � 1n2�i�j+2� n�(2j�1)2i�1 �Gn�2(i+j)+4; n geradeDn�2(i+j)+1n�2(j�1) = � 1n�12 �i�j+2� n�(2j�1)2i �Gn�2(i+j)+3; n ungerade ;�(i) := �2i+1 undh0n(i) := (2Fbn2 ; n �4 2; 3 und i = �n+24 �0; sonst :(Dabei haben wir Gn := 0 gesetzt für n < 0.) Für den Fall n �4 0 hat (2.2.16) konkretdie Form (nah Division durh �2)0BBBBBBB� Gn Gn�2 : : : Gn213� n2 �Gn�2 13� n�22 �Gn�4 : : : 13� n22 �Gn2�215� n4 �Gn�4 15� n�24 �Gn�6 : : : 15� n24 �Gn2�4... ... . . . ...1n2�1� nn2�2 �Gn2+2 1n2�1� n�2n2�2 �Gn2 : : : n4G2
1CCCCCCCA0BBB�F0F2...Fn21CCCA

=0BBBBBB� n�1n Gn n�3n�2Gn�2 : : : 34G4 12G21n�2� n�13 �Gn�2 1n�4� n�33 �Gn�4 : : : 12G2 01n�4� n�15 �Gn�4 1n�6� n�35 �Gn�6 : : : 0 0... ... . . . ... ...1n2+2� n�1n2�1 �Gn2+2 1n2 � n�3n2�1 �Gn2 : : : 0 0
1CCCCCCA0BBB� �1�3...�n�11CCCA :Aus den Bemerkungen am Anfang dieses Abshnitts können wir shlieÿen, dass dieGleihung (2.2.16) eine eindeutige Lösung für ~F besitzen muss, wenn � und Fbn2  vor-gegeben sind. Damit ist die unten de�nierte Matrix Tn invertierbar, und wir können mitHilfe des folgenden Satzes und Gleihung (2.2.7) den F -Vektor von B berehnen, wennwir Fbn2  und den F -Vektor für jede Seite von B kennen:Korollar 2.2.6Es gilt 0BB� F0F2: : :F2bn�24 1CCA = T�1n Dn� + hn; (2.2.17)

16



2.2. Gleihungen für den F -Vektorwobei Tn 2M ��n+24 �� ; hn 2 Rb n+24 und �Tnjh00n� := T 0n; hn := �T�1n Fbn2 h00n (falls n �4 0; 1) undTn : = T 0n; hn := h0n (sonst):Beweis. Ergibt sih direkt aus (2.2.16). 2Beispiel 2.2.7 (i) Wir berehnenT 04 = (�2; 2); D4 = �� 32 ; 1�;T 05 = (�5; 3); D5 = (�3; 1);T 06 = � 6 �2�10 4 � ; D6 = � 5 �32 1�5 1 0� undT 07 = � 21 �5�352 5 � ; D7 = � 15 �3 1�152 1 0� :Nah Korollar 2.2.6 können wir dann mitF0 = �12�� 32 ; 1���1�3����12� 2F2 = 34�1 � 12�3 + F2; (n = 4)F0 = �15(�3; 1)��1�3�+ 3F2 = 35�1 � 15�3 + 3F2; (n = 5)�F0F2� = �1 1252 32�� 5 �32 1�5 1 0�0��1�3�51A+� 02F3�= �52 �1 15 �94 52�0��1�3�51A+� 02F3� und (n = 6)�F0F2� = �27 271 65�� 15 �3 1�152 1 0�0��1�3�51A+� 02F3�= �157 �47 276 �95 1�0��1�3�51A+� 02F3� (n = 7)F0 beziehungsweise F0 und F2 berehnen. Aus (2.2.7) ergibt sih dann auh F1.(ii) Wir greifen Beispiel 2.1.5 wieder auf. Es gilt dann (�1; �3) = (8; 6) und F2 = 1.Mit (i) bekommen wir dann tatsählih F0 = 6 � 3 + 1 = 4 und mit (2.2.7) F1 =12 (4F0 � �1) = 8� 4 = 4. 17



2. F - und H-Vektoren spezieller triangulierter Bälle2.3. BemerkungenDer dargestellte Ein�uss der Triangulierung des Randes eines triangulierten Balles B aufdie Triangulierung im Inneren ist besonders dann interessant, wenn B die Triangulierungeines simplizialen Polytops ist. In diesem Fall kann man Korollar 2.1.4 folgendermaÿenformulieren (wobei der erste Teil in dieser Version trivial ist):Satz 2.3.1Sei P ein d-dimensionales simpliziales Polytop und � eine Triangulierung von P , sodassalle inneren Simplexe mindestens Dimension k haben. Dann gilthi(�) = gi(P ) = iXj=0(�1)i�j� d+1�ji�j �fj�1(P ) für i � k undhi(�) = 0 für i � d+ 1� k:Die Voraussetzung von Satz 2.3.1 beziehungsweise Korollar 2.1.4 ist insbesondere dann er-füllt, wenn B ein k-nahbarshaftlihes Polytop ist. Ein Polytop heiÿt k-nahbarshaftlih,wenn die konvexe Hülle von je k oder weniger Eken shon eine Seite ist. Insbesonderesind dann jeweils k Punkte in einer Seite enthalten und kein aus diesen Punkten gebil-deter (k � 1)-Simplex kann im Inneren liegen.Wenn man über ein spezielles d-dimensionales simpliziales Polytop P weiÿ, dass shonjede Menge von �d2� Eken in einer Seite liegt, haben alle Triangulierungen von P nahdem obigem Satz den gleihen h- und f -Vektor. Dies folgt auh aus [MM04, Theorem3.3℄, wo die stärkere Aussage bewiesen wird, dass ein simpliziales d-dimensionales Polytopmaximal eine Triangulierung haben kann, die keine inneren Seiten von Dimension kleineroder gleih �d2� enthält. Eine solhe Triangulierung wird dort �small-fae-free� genannt.Speziell gilt dies für nahbarshaftlihe� Polytope gerader Dimension. Da solhe Polytopeauÿerdem simplizial sind [Grü03, Theorem 7.4.3℄ und ihr h-Vektor bekannt und nur vonder Anzahl der Eken abhängig ist ([Zie95, Lemma 8.26℄ oder [MM70, Lemma 2℄), sindauh f - und h-Vektor der Triangulierung shon eindeutig durh d und n bestimmt:Satz 2.3.2Sei d gerade, P ein d-dimensionales nahbarshaftlihes Polytop mit n Eken und � eineTriangulierung von P . Dann gilthi(�) = (� n�d�2+ii �; i � d20; sonst undfi�1(�) = (Pij=0 � d�jk�j �� n�d�1+kk �; i � d2P d2j=0 � d+1�jk�j �� n�d�2+ii �; sonst :�Ein d-dimensionales Polytop heiÿt nahbarshaftlih, wenn es � d2 �-nahbarshaftlih ist. Dies ist diegröÿtmöglihe nihttriviale Nahbarshaftlihkeit, denn ein d-dimensionales Polytop, dass (� d2 �+ 1)-nahbarshaftlih ist, ist shon ein Simplex [Grü03, Theorem 7.1.4.℄.18



2.3. BemerkungenBeweis. Die Behauptung für den h-Vektor folgt aus Satz 2.3.1 und [Zie95, Lemma 8.26℄durh die Rehnunghi(�) = gi(P ) = hi(P )� hi�1(P ) = � n�d�1+ii �� � n�d�1+i�1i�1 � = � n�d�1+i�1i �für i � d2 . Der f -Vektor ergibt sih dann aus der Beziehung zum h-Vektor. 2Für niht (k-)nahbarshaftlihe Polytope können die Voraussetzungen von Korollar2.1.4 (beziehunsweise Satz 2.3.1) trotzdem erfüllt sein. Ein Beispiel dafür ist der Hyper-simplex �(n; 2) (siehe Abshnitt 3.1), für den wir in Satz 3.2.7 beweisen werden, dass dieDimension eines inneren Simplex bei jeder Triangulierung mindestens �n2 �� 1 sein muss.Allgemeiner gilt für den k-Hypersimplex �(n; k)�, dass ein solher Simplex mindestensDimension �nk �� 1 haben muss. Für beliebige Polytope stellt sih die folgende Frage:Problem 2.3.3Gegeben ein Polytop oder eine Klasse von Polytopen. Wie groÿ ist die Mindestdimensioneines inneren Simplex bei einer Triangulierung ohne innere Punkte?Natürlih kann man die Frage auh umdrehen und weitere Klassen von Polytopen suhen,für die es eine möglihst hohe Mindestdimension gibt.

�Der k-Hypersimplex �(n; k) ist de�niert als die konvexe Hülle der Menge fPkj=1 eij j 1 � i1 < i2 <� � � < ik � ng, wobei ei den i-ten Einheitsvektor bezeihnet. 19



2. F - und H-Vektoren spezieller triangulierter Bälle
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3. Tight-SpansWir betrahten nun endlihe metrishe Räume auf der Menge [n℄ := f1; : : : ; ng, das heiÿtFunktionen d : � [n℄2 �! R>0 mit dij + djk � dik für alle i; j; k 2 [n℄;die jeder zweielementigen Teilmenge von [n℄ einen Abstand der beiden Elemente zu-ordnen. In [DHM02℄ wird eine explizite Darstellung des Tight-Spans eines metrishenRaumes angegeben, welhe im Fall eines endlihen Raumes durh den Komplex PKd derkompakten Seiten des PolyedersPd := fx 2 Rn>0 j xi + xj � dij 8i; j 2 [n℄ggegeben ist. Wir betrahten hier den F -Vektor des Tight-Spans einer Metrik d, wobeiFi die Anzahl der i-dimensionalen Seiten des Komplexes PKd bezeihnet. (Der F -Vektorentspriht also dem üblihen f -Vektor des Komplexes, wir wollen hier jedoh keine Kom-ponente F�1 betrahten.) DurhHi := nXj=i(�1)i�j� ji �Fjde�nieren wir in Analogie zu (2.0.1) auÿerdem den H-Vektor des Tight-Spans.Beispiel 3.0.4 Die Metrik d sei gegeben durh die MatrixD = 0BB� 0 1817 2 20191817 0 2322 22 2322 0 28272019 2 2827 01CCA ;wobei an der Position (i; j) der Matrix der Abstand der Punkte i und j steht. DerTight-Span dieser Metrik ist ein Vierek mit vier zusätzlihen Punkten, die mit denEken verbunden sind. Er ist im linken Teil von Abbildung 3.1 dargestellt. Wir lesen(8; 8; 1; 0; 0) als F -Vektor ab und berehnen den H-Vektor zu (1; 6; 1; 0; 0).Wie der Tight-Span im Fall n � 5 aussehen kann, wurde shon von Dress in [Dre84℄vollständig beshrieben, die dazu dualen regulären Triangulierungen des Hypersimplex�(5; 2) klassi�zierten de Loera, Sturmfels und Thomas in [LST95℄. Hier gibt es bis21



3. Tight-Spans
4

3

1

2

2
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Abbildung 3.1.: Die Tight-Spans der Metriken d und d0.auf Symmetrien drei Möglihkeiten, wobei deren F -Vektoren übereinstimmen. In [SY04℄konnten dann von Sturmfels und Yu alle generishen Metriken auf sehs Punkten klassi-�ziert werden (339 bis auf kombinatorishe Äquivalenz), wobei es hier für den F -Vektorgenau zwei Möglihkeiten gibt. Im allgemeinen Fall zeigte Develin in [Dev04℄, dass dieDimension des Tight-Spans einer Metrik auf n Punkten zwishen �n3 � und �n2 � liegenmuss. Wir werden dieses Ergebnis hier erweitern.3.1. Tight-Spans und Triangulierungen des HypersimplexDer Hypersimplex�(n; 2) � Rn ist de�niert als die konvexe Hülle der Menge fei+ej j 1 �i < j � ng. Für die Seiten des Hypersimplex gilt folgendes Lemma:Lemma 3.1.1Sei n � 3. Der Hypersimplex �(n; 2) hat � ni�1 � + n� n�1i�2 � Seiten der Dimension n � i(i = 2; : : : ; n � 2), davon � ni�1 � Hypersimplexe der Art �(n � i � 1; 2) und n� n�1i�2 �Simplexe. Des weiteren hat er n� n�1n�3 � Kanten und � n2 � Eken.Insbesondere hat �(n; 2) als Faetten (das heiÿt Seiten der Kodimension 1) n Simplexeder Dimension n� 2 und n Hypersimplexe �(n� 1; 2).22



3.1. Tight-Spans und Triangulierungen des Hypersimplex
(0,0,1,1,0) (0,1,0,1,0)(0,1,0,1,0)
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Abbildung 3.2.: Shlegeldiagramm des Hypersimplex �(5; 2).Beweis. Die Hyperebenen xi = 0 und xi = 1 de�nieren für 1 � i � n Faetten desHypersimplex �(n; 2). Wählt man nun i � 1 der n Gleihungen der Form xi = 0 aus,erhält man einen Hypersimplex�(n�i�1; 2) als eine Seite der Dimension n�(i�1)+1 =n � i. Wählt man andererseits eine Gleihung der Form xi = 1, kann man aus denn� 1 Gleihungen der Form xj = 0 noh i� 2 auswählen, und erhält einen Simplex derDimension n � i. Da immer Pxi = 2 für die Punkte im Hypersimplex gilt, führt eineWahl von zwei Gleihungen der Form xi = 1 shon auf eine der � n2 � Eken.Gesondert betrahtet werden muss noh der Fall i = n� 1. Dort treten die Hypersim-plexe niht auf, denn es würden n � 1 Koordinaten identish 0 sein, was niht möglihist. 2Beispiel 3.1.2 (i) Der Hypersimplex �(3; 2) ist ein Dreiek mit drei Kanten und dreiEken als Seiten, das sagt auh Lemma 3.1.1.(ii) Der Hypersimplex �(4; 2) ist der Okataeder. Nah Lemma 3.1.1 und (i) hat eraht Dreieke als Faetten, zwölf Kanten und sehs Eken. Dies kann man auh inAbbildung 2.1 nahzählen. 23



3. Tight-Spans(iii) In Abbildung 3.2 ist ein Shlegeldiagramm� des Hypersimplex �(5; 2) dargestellt.Als Faetten hat er fünf Oktaeder und fünf Tetraeder, als zweidimensionale Seiten30 Dreieke und auÿerdem 30 Kanten und zehn Eken, wie man nah Lemma 3.1.1berehnen und in der Abbildung veri�zieren kann.Die Eken ei + ej von �(n; 2) können wir mit den Kanten (i; j) des vollständigenGraphen Kn auf n Punkten identi�zieren. Ein Untergraph G von Kn entspriht danndem von diesen Eken aufgespannten Subpolytop von �(n; 2).Ist nun eine Metrik d auf n Punkten gegeben, so kann man eine Unterteilung von�(n; 2) de�nieren, indem man einen Untergraphen G von Kn genau dann in die Unter-teilung aufnimmt, wenn es ein x 2 Rn gibt mitxi + xj = dij ; falls (i; j) 2 G; undxi + xj > dij ; falls (i; j) 62 G: (3.1.1)Diese Unterteilung hat nah De�nition keine inneren Eken. Im Folgenden sollen alleUnterteilungen und Triangulierungen diese Eigenshaft haben.In [SY04℄ bemerken Sturmfels und Yu, dass der Komplex der inneren Seiten �d dieserUnterteilung polar zum Tight-Span von d ist. So kann �d auh erzeugt werden, indemman das von f(ei + ej ; dij) j 1 � i < j � ng erzeugte Polytop P � Rn � R auf die ersteKomponente projiziert. Eine k-dimensionale Seite des Tight-Spans entspriht dann einer(n� 1� k)-dimensionalen Seite in �d.
G2 G3G1 G41 23 4 1 23 4 1 23 4 1 23 4Abbildung 3.3.: Graphen der Triangulierung von �(4; 2) zur Metrik d.Beispiel 3.1.3 Wir betrahten die Metrik d aus Beispiel 3.0.4 und die vier in Abbildung3.3 dargestellten Graphen G1; G2; G3 und G4. De�niert manx(1) = 1323 0BB� 183246283221CCA ; x(2) = 1748 0BB� 7533974314571CCA ; x(3) = 1513 0BB� 517100350923 1CCAund x(4) = 11188 0BB�232711934911831CCA ;�Ein Shlegeldiagramm ist die Projektion eines m-dimensionalen Polytops auf eine seiner (m � 1)-dimensionalen Seiten. Siehe dazu beispielsweise [Zie95, Kapitel 5℄ oder [Grü03, Abshnitt 3.3℄.24



3.1. Tight-Spans und Triangulierungen des Hypersimplexso ver�ziert man leiht, dass Gi die Bedingung (3.1.1) für x = x(i) erfüllt und keinweiterer Graph dieser genügen kann.Die Unterteilung von �(4; 2), also des Oktaeders, die man erhält, ist somit die inAbbildung 2.1 dargestellte Triangulierung, die in Beispiel 2.1.5 behandelt wurde.Wir nennen eine Metrik generish, wenn die erzeugte Unterteilung eine Triangulierungist. In diesem Fall wird �(n; 2) zu einem durh �d triangulierten Ball. Die in Kapitel 2de�nierten Vektoren F und H sind genau die F - und H-Vektoren des Tight-Spans.Beahtet werden muss allerdings, dass bei dieser Dualisierung die äuÿeren eindimen-sionalen Segmente des Tight-Spans verloren gehen. (Im linken Teil von Abbildung 3.1sind dies beispielsweise die vom Vierek wegführenden Streken.) Durh Addition ge-eigneter Konstanten zu kompletten Zeilen und Spalten der Metrik darstellenden Matrix(also durh Übergang von d zu d0 mit d0ij = dij + �i+ �j für beliebige �i 2 R), was an derdurh (3.1.1) de�nierten Triangulierung nihts ändert, können diese �Tentakeln� erzeugtund vernihtet werden, ohne den restlihen Tight-Span kombinatorish zu verändern. Wirkönnen also ohne Einshränkung anstatt mit dem Tight-Span mit der Triangulierung desHypersimplex arbeiten, müssen jedoh beahten, dass sih die Komponenten F0 und F1des F -Vektors des Tight-Spans gegenüber dem der Triangulierung noh (simultan) ummaximal n erhöhen können. (Im H-Vektor verringert sih entsprehend H1 um n.)Beispiel 3.1.4 Wir betrahten die Metrik d0 auf vier Punkten, die aus der Metrik d ausBeispiel 3.0.4 durh d0ij = dij � �i � �jmit �1 = 18323 ; �2 = 39748 , �3 = 491188 und �4 = 23513 entsteht.Der Tight-Span von d0 ist im rehten Teil von Abbildung 3.1 dargestellt. Man siehtsofort, dass die Graphen Gi aus Beispiel 3.1.3 mit x0i = xi � �i1� die Bedingung (3.1.1)erfüllt, und damit d und d0 dieselbe Triangulierung von �(4; 2) erzeugen.Das folgende Lemma gibt Auskunft über den Zusammenhang zwishen den auf denRandhypersimplexen induzierten Triangulierungen und den durh Einshränkung entste-henden Metriken:Lemma 3.1.5Sei d : � [n℄2 � ! R>0 eine Metrik auf n Punkten, �d die entsprehende Triangulierungvon �(n; 2) und i 2 [n℄. Dann ist �dj[n℄nfig gleih der Triangulierung �id, welhe von �dauf dem durh xi = 0 de�nierten Randhypersimplex induziert wird.Beweis. Sei G 2 �id und x =: (x0; xi) zuerst so gewählt, dass die Bedinung (3.1.1)erfüllt ist. Dann genügt x0 o�ensihtlih der Bedingung (3.1.1) für �dj[n℄nfig, also giltG 2 �d[n℄nfig.�Mit 1 bezeihnen wir den Vektor, der in jeder Komponente den Wert 1 hat. 25



3. Tight-SpansSei nun umgekehrt G 2 �dj[n℄nfig mit x entsprehend Bedingung (3.1.1) für �dj[n℄nfig.Wir wählen �x groÿ genug, sodass (x; �x) die Bedingung (3.1.1) für �id erfüllt. Also ist wiegewünsht G 2 �id. 2Somit können wir den f -Vektor der Triangulierung des Randes aus den Einshränkun-gen der Metrik auf ehte Teilmengen von [n℄ erhalten:Satz 3.1.6Sei d eine Metrik auf n Punkten. Für den Rand des durh �d triangulierten �(n; 2) giltfi(��d) = n�i�1Xj=1 (�1)j�1 XS�[n℄jSj=n�j fi(�djS) + nÆi;n�2; (3.1.2)gi(��d) = nXk=1 XS�[n℄jSj=n�kmin(k;i)Xl=0 (�1)l�k�1� kl �hi�l(�djS ) + nÆi;n�1 und (3.1.3)fn�i�1(��d) = �i(�d) = iXk=1 XS�[n℄jSj=n�kFi(�djS ) + n� n�1i�1 �: (3.1.4)Ist d so besha�en, dass für jedes S � [n℄ der f -Vektor fk(�d) (und somit auh derh-Vektor hk(�d) und der F -Vektor F k(�d)) von �djS nur von der Kardinalität k von Sabhängt, dann giltfi(��d) = n�i�1Xj=1 (�1)j�1� nj �fn�ji (�d) + nÆi;n�2; (3.1.5)gi(��d) = nXk=1 min(k;i)Xl=0 (�1)l�k�1� nk �� kl �hn�ki�l (�d) + nÆi;n�1 und (3.1.6)fn�i�1(��d) = �i(�d) = iXk=1 � nk �F n�ki�k (�djS ) + n� n�1i�1 �: (3.1.7)Beweis. Der Rand des Hypersimplex �(n; 2) besteht nah Lemma 3.1.1 aus n Simplexenund n Hypersimplexen �(n� 1; 2). Um nun den f -Vektor zu berehen, addieren wir dief -Vektoren der Hypersimplexe im Rand, die wir nah Lemma 3.1.5 berehnen können.Diese Hypersimplexe�(n�1; 2) shneiden sih jeweils in einem Hypersimplex�(n�2; 2).Dessen Seiten haben wir damit aber doppelt gezählt, deshalb müssen wir seinen den f -Vektor der auf ihn induzierten Triangulierung wieder abziehen. Wir fahren immer so fortund erhalten die Zahl der Seiten in den Hypersimplex-Faetten. Die n Simplex-Faettenhaben Dimension n�2, ihr Rand wurde shon gezählt, und so ergibt sih das behaupteteErgebnis für fi(��d).26



3.1. Tight-Spans und Triangulierungen des HypersimplexUm die Formel für den g-Vektor zu beweisen, bemerken wir zunähst, dass� nk � = iXl=0 � il �� n�ik�l � (3.1.8)gilt, was durh Induktion aus � nk � = � n�1k �+ � n�1k�1 � folgt, und berehnen danngi(��d) = iXj=0(�1)i�j� n�ji�j �fj�1(��d)(3.1.2)= iXj=0 nXk=1(�1)i�j� n�ji�j � XS�[n℄jSj=n�k(�1)k�1fj�1(�djS )(3.1.8)= iXj=0 nXk=1 XS�[n℄jSj=n�k(�1)i�j�k�1 kXl=0 � kl �� n�k�ji�l�j �fj�1(�djS )= nXk=1 XS�[n℄jSj=n�k kXl=0(�1)l�k�1� kl � i�lXj=0(�1)i�l�j� n�k�ji�l�j �fj�1(�djS )= nXk=1 XS�[n℄jSj=n�k kXl=0(�1)l�k�1� kl �hi�l(�djS ):Die Änderungen in der Länge der Summationen ergeben sih jeweils dadurh, dass dieübrigen Summanden gleih 0 sind.Wir können die Anzahl der Simplexe der Dimension n� i im Rand von �(n; 2) auhberehnen, indem wir alle Randhypersimplexe der Dimension gröÿer oder gleih n � iund deren innere Simplexe dieser Dimension betrahten. Diese lassen sih wiederum mitLemma 3.1.5 berehnen. Wir erhalten also Pik=1P S�[n℄jSj=n�k Fi(�djS) für die Hypersim-plexseiten. Die Simplexseiten enthalten alle nur einen inneren Simplex, hier kommen alsonoh genau n� n�1i�1 � Simplexe der Dimension i hinzu. Damit ist auh die dritte Gleihungbewiesen.Wenn f(�djS) nur von der Kardinalität von S abhängt, kann man mit Lemma 3.1.1 dieAnzahl der Randhypersimplexe einer festen Dimension einsetzen und erhält den zweitenTeil des Satzes. 2Der Spezialfall tritt insbesondere dann ein, wenn die Metrik homogen ist, also bei-spielsweise dij = 1 für alle i; j 2 [n℄, aber auh, wenn dies �fast� der Fall ist, wie bei derMetrik in Abshnitt 4.1.1. 27



3. Tight-SpansWenn wir diesen Satz nun mit Korollar 2.1.4 zusammenfügen, erhalten wir:Korollar 3.1.7Für die aus einer generishen Metrik d auf n Punkten resultierende Triangulierung �ddes Hypersimplex gilt für i < �n2 �� 1Hi(�d) = nXk=1 XS�[n℄jSj=n�kmin(k;i)Xl=0 (�1)l�k�1� kl �Hi�l(�djS) + nÆi;n�1: (3.1.9)Ist d so besha�en, dass für jedes S � [n℄ der H-Vektor Hk(�d) von �djS nur von derKardinalität k von S abhängt, dann giltHi(�d) = nXk=1 min(k;i)Xl=0 (�1)l�k�1� nk �� kl �Hn�ki�l (�d) + nÆi;n�2: (3.1.10)3.2. Tight-Spans und lineare OptimierungMit Hilfe der obigen Identi�kation von Teilpolyedern von �(n; 2) und Graphen G mitn Eken kann man die Berehnung des Tight-Spans einer Metrik d auf das Lösen vonlinearen Optimierungsproblemen zurükführen. Dies wird in [Dev04℄ beshrieben. Wirwerden hier die wihtigsten Resultate angeben und daraus einige nützlihe Folgerungenziehen.Dafür können wir eine Metrik d : � [n℄2 � ! R>0 auf n Punkten kanonish mit einemVektor (dij)1�i<j�n 2 R� n2 � identi�zieren. Einen Graphen G mit n Eken identi�zierenwir ebenfalls mit einem Vektor (Gij)1�i<j�n 2 R� n2 � für den genau dann Gij = 1 gilt,wenn i und j mit einer Kante verbunden sind, und sonst Gij = 0.Somit können wir die folgenden Resultate formulieren:Satz 3.2.1 (Proposition 2.9 in [Dev04℄)Sei d eine Metrik auf n Punkten, G ein Graph mit n Eken und ! 2 Rn gegeben durh!i = degi(G). Dann gilt genau dann G 2 �d, wenn das Maximum der Optimierungsauf-gabe max Td; sodass (3.2.11) � 0 und nXj=1 ij = !i für 1 � i � n (3.2.12)bei  = G angenommen wird.Wir nennen einen Graphen, auf den Satz 3.2.1 zutri�t, optimal (bezüglih einer Metrikd).28



3.2. Tight-Spans und lineare OptimierungSatz 3.2.2 (Proposition 2.4 in [Dev04℄)Ein optimaler Graph G entspriht genau dann einem inneren Simplex, wenn G jede Eketri�t und niht isomorph zum bipartiten Graphen K1;n�1 ist.Satz 3.2.3 (Proposition 2.10 in [Dev04℄)Eine Metrik d ist genau dann generish, wenn kein optimaler Graph G einen geradenZyklus enthält.Satz 3.2.4 (Proposition 2.7 in [Dev04℄)Für eine generishe Metrik d ist das Optimierungsproblem (3.2.11) für festes ! eindeutiglösbar.Satz 3.2.5 (Proposition 2.3 in [Dev04℄)Ist  ein Maximum der Aufgabe (3.2.11), dann ist der Graph G, der aus allen Kanten(i; j) mit ij 6= 0 besteht, optimal.Beispiel 3.2.6 Wir betrahten die Metrik d aus Beispiel 3.0.4 und den Graphen G1 ausBeispiel 3.1.3. Es ergeben sih die Bedingungen � 0 und i1 + i2 + i3 + i4 = 8><>:3; i = 12; i = 2; 41; i = 3 :Wenn wir Td unter diesen Nebenbedingungen maximieren, erhalten wir G1 als eindeutigeLösung, wie wir auh aus den Sätzen 3.2.1 und 3.2.4 bekommen. Für G2, G3 und G4funktioniert das analog. Wenn wir d durh d0 aus Beispiel 3.1.4 ersetzen, bekommen wirdasselbe Ergebnis.Die vier Graphen Gi sind alle aufspannend und niht isomorph zu K1;3, auÿerdemhaben sie keine geraden Zyklen (vergleihe die Sätze 3.2.2 und 3.2.3).Mit Hilfe dieser Resultate bekommen wir nun als erstes eine Shranke für die Anzahlder inneren Simplexe minimaler Dimension:Satz 3.2.7In einer Triangulierung von �(n; 2) gibt es, wenn n gerade ist, maximal einen innerenSimplex der Dimension n2 � 1, wenn n ungerade ist, maximal n innere Simplexe derDimension n�12 . Simplexe niedrigerer Dimension können im Inneren niht vorkommen.Beweis. Dass es keine inneren Simplexe niedrigerer Dimension geben kann, folgt sofortdaraus, dass ein aufspannender Teilgraph vonKn mindestens �n2 �Kanten enthalten muss.Für die Behauptung über die Anzahl sei zunähst n gerade und G ein Simplex in �dmit n2 Kanten. Nah Satz 3.2.1 müsste G die Aufgabe (3.2.11) für ! = (1)1�i�n lösen.Nah Satz 3.2.4 kann es dafür aber bei generishem d nur ein G geben. Das zeigt dieBehauptung für gerade n. 29



3. Tight-SpansIst n ungerade, so haben wir einen Graphen mit n Eken und n+12 Kanten. Somit gibtes genau eine Eke mit Grad 2, während alle anderen Eken Grad 1 haben. Also gibt esn Möglihkeiten ! zu wählen und entsprehend (wiederum mit Satz 3.2.4) maximal nvershiedene Simplexe. 2Beispiel 3.2.8 Der Oktaeder �(4; 2) hat in jeder Triangulierung genau eine innere Seiteder Dimension n2 � 1 = 1, also genau eine innere Kante (vergleihe Beispiel 2.1.5).Um von einem konkreten Simplex G zu beweisen, dass er tatsählih in �d liegt, istfolgender Satz hilfreih:Satz 3.2.9Sei G ein zusammenhängender Graph auf n Punkten mit n Kanten und ohne geradeZyklen. Dann ist G genau dann optimal bezüglih einer generishen Metrik d : � [n℄2 � !R>0 , wenn für alle (j; l) =2 G giltdjl � m�1Xk=1 (�1)k�1dik;ik+1; (3.2.13)wobei (j = i1; i2; : : : ; im = l) der eindeutig bestimmte Weg W ungerader Länge vomKnoten j zum Knoten l in G ist.Beweis. Sei zunähst G optimal und (3.2.13) für eine Kante (j; l) =2 G niht erfüllt. Wirbetrahten den aus den Kanten von W und der Kante (j; l) bestehenden Graphen C, derein gerader Zyklus ist. Wir de�nieren einen Vektor 0 2 R� n2 � durh0�� := 8>>>><>>>>:1; (�; �) = (ik; ik+1) 2 C und k ungerade�1; (�; �) = (ik; ik+1) 2 C und k gerade1; (�; �) = (j; l) 2 C0; sonst : (3.2.14)Dann erfüllt  := G+ 120 die Bedingung (3.2.12) und es giltT d = GT d+ 12  �m�1Xk=1 (�1)k�1dik;ik+1 + djl! > GT d;im Widerspruh zu Satz 3.2.1.Sei nun umgekehrt (3.2.13) für alle (j; l) =2 G erfüllt und G niht optimal. Da ! � 0ist, ist das durh (3.2.12) de�nierte Polytop beshränkt und es gibt ein (nah Satz 3.2.4eindeutiges) Maximum  der Aufgabe (3.2.11). Da  6= G ist, gibt es nah Satz 3.2.5 einPaar (j; l) =2 G mit jl > 0. Wir bilden dann e = � jl2 0 mit 0 nah (3.2.14) und C wieim ersten Teil des Beweises. Dann gilteTd = Td+ jl2  m�1Xk=1 (�1)k�1dik;ik+1 � djl! � 0:Dies ist aber ein Widerspruh, da  eindeutiges Optimum ist. 230



3.2. Tight-Spans und lineare OptimierungBeispiel 3.2.10 Wie in Beispiel 3.2.6 betrahten wir die Metriken d und d0 und denGraphen G1 aus Abbildung 3.3. Nah Satz 3.2.9 muss dannd34 � d31 � d12 + d24 und d23 � d24 � d41 + d13gelten, was man durh Einsetzen sofort veri�ziert.Wir zeigen nun noh ein Lemma, das hilfreih sein wird, wenn wir konkret eine Min-destanzahl von Simplexen maximaler Dimension �nden wollen:Lemma 3.2.11Sei ! = (B; 1; : : : ; 1) 2 Rn ,  optimal bezüglih ! und G bestehe aus allen Kanten (i; j)mit ij 6= 0. Dann tri�t für die Zusammenhangskomponente C von G, in der die Eke 1enthalten ist, genau eine der folgenden Möglihkeiten zu:(i) G besteht aus einem ungeraden Zyklus und zusätzlih B � 1 Kanten von der Eke1 zu einer anderen, von der keine weiteren Kanten ausgehen.(ii) G besteht aus B Kanten, die von der Eke 1 ausgehen.Alle anderen Zusammenhangskomponenten sind isolierte Kanten oder ungerade Zyklen.

Abbildung 3.4.: Optimale Graphen für B = 3 nah Lemma 3.2.11.Beweis. Geht von einer Eke i 6= 1 von G nur eine Kante (i; j) aus, dann gilt siherlihij = 1. Wegen Pnk=1 jk = 1 kann, falls j 6= 1, dann auh j nur mit einer anderenEke verbunden sein. Da G nah Satz 3.2.5 optimal ist, enthält er nah Satz 3.2.3 keinegeraden Zyklen und somit sind alle Zusammenhangskomponenten, in denen die Eke 1niht enthalten ist, isolierte Kanten und ungerade Zyklen.Aus der obigen Argumentation ergibt sih auh, dass in der Zusammenhangskomponen-te der Eke 1 nur dann eine Kante zwishen zwei von 1 vershiedenen Eken vorkommenkann, wenn diese Bestandteil eines ungeraden Zyklus sind. Das heiÿt, es gibt maximaleinen ungeraden Zyklus und auÿerdem Kanten zur Eke 1. Aus der Beobahtung, dassim ungeraden Zyklus jede Kante das Gewiht 12 und wie oben alle anderen Kanten dasGewiht 1 haben müssen, ergibt sih die Behauptung. 231



3. Tight-Spans3.3. Ein Algorithmus zur Berehnung des F -VektorsMan kann Satz 3.2.1 auh dazu verwenden, zu einer vorgegebenen generishen Metrikauf n Punkten die entsprehende Triangulierung des Hypersimplex zu berehnen. ImPrinzip muss nur für alle aufspannenden Teilgraphen von Kn getestet werden, ob sie denBedingungen des Satzes genügen. Natürlih ist das sehr aufwendig, der Aufwand kannaber stark reduziert werden, wenn man die Triangulierung shrittweise konstruiert. Wirwerden im Folgenden einen Algorithmus dazu skizzieren:Zuerst wählt man S, einen der (n� 2)-dimensionalen Simplexe im Rand von �(n; 2).Zu diesem gibt es dann o�ensihtlih genau eine weitere Eke x von �(n; 2), sodass dervon x und S zusammen aufgespannte (n � 1)-dimensionale Simplex � optimal ist. Umherauszu�nden welher das ist, benutzen wir dann Satz 3.2.1. Nun wählen wir als neuenSimplex S eine im Inneren von �(n; 2) gelegene Faette von �. Es gibt nun genau einenweiteren Simplex der Triangulierung, in dem S enthalten ist, welhen wir wieder mit Satz3.2.1 bestimmen. Wir fahren fort, indem wir als S immer eine Faette eines shon in derTriangulierung enthaltenen (n� 1)-Simplexes wählen, die weder im Rand liegt, noh ineinem weiteren shon vorhandenen Simplex. Finden wir keine solhe mehr, haben wir diekomplette Triangulierung von �(n; 2) gefunden.Wir können diesen Algorithmus nun noh verbessern, indem wir das Lösen des Opti-mierungsproblems stark vereinfahen. Dabei nutzen wir die Tatsahe aus, dass wir shoneine möglihe Lösung vorgegeben haben, und auÿerdem die spezielle Struktur des Opti-mierungsproblems kennen.Zunäht beweisen wir dafür ein Lemma, dass uns sagt, wann ein vorgegebener Vek-tor ein Optimierungsproblem löst. Dieselbe Tehnik wird auh im bekannten Simplex-Algorithmus verwendet.Lemma 3.3.1Sei n � m; d 2 Rm ; ! 2 Rn , A 2 Rn�m mit vollem Rang, B � [m℄ so gewählt, dass AB�invertierbar ist, und N = [m℄ n B.Dann ist der Vektor  mit B = A�1B ! > 0 und N = 0 genau dann eine Lösung desProblems max T d; sodass � 0 und A = !;wenn dTN � dTBA�1B AN (3.3.15)gilt.�Für eine Matrix A 2 Rn�m und S � [m℄ bezeihnen wir mit AS diejenige Teilmatrix von A, derenSpaltennummern den Elementen von S entsprehen. Entsprehend bezeihnen wir für einen Vektorx 2 Rm mit xS den Vektor, der aus allen Komponenten xi mit i 2 S besteht.32



3.3. Ein Algorithmus zur Berehnung des F -VektorsBeweis. Sei A = !. Dann giltABB +AN N = ! , B = A�1B (! �ANN ): (3.3.16)Damit berehnen wirdT  = dTBB + dTNN = dTB(A�1B (! �AN N )) + dTNN= dTBA�1B ! + (dTN � dTBA�1B AN )N :Da der erste Summand von  unabhängig ist, muss also der zweite Summand maximiertwerden. Ist nun dTN � dTBA�1B AN , so wird, wegen  � 0, dieser Summand negativ odergleih 0. Der Wert ist also maximal, wenn N = 0 gewählt wird, B ergibt sih dann mit(3.3.16) entsprehend. Damit ist die Rükrihtung bewiesen.Ist andererseits eine Komponente von dTN�dTBA�1B AN gröÿer als 0, so erhält man, wennman diese Komponent gleih einem " gröÿer als 0 wählt, einen gröÿeren Wert. Wegen derStetigkeit der Berehnung von B mit (3.3.16) können wir " so klein wählen, dass auhnoh B > 0 gilt. Der Vektor  mit N = 0 kann also niht optimal sein. 2Somit muss statt der Lösung des Optimierungsproblems nur noh die Bedingung(3.3.15) getestet werden. Ein Problem dabei ist noh die notwendige Inversion der Ma-trix AB . Wir betrahten dafür (3.2.12) und stellen fest, dass in unserem Fall die Spaltender Matrix A alle möglihen n-dimensionalen Vektoren mit genau zwei Einsen und sonstNullen sind. Wir können also jede dieser Spalten mit einer Kante von Kn identi�zieren.Tatsählih besteht für einen gegebenen Graphen G mit n Kanten, von dem wir testenwollen, ob er optimal ist, die Matrix AB aus Lemma 3.3.1 mit dieser Identi�kation ausden Kanten von G. So ist AB also die Eken-Kanten-Inzidenzmatrix von G, das heiÿt dieSpalten entsprehen den Kanten, die Zeilen den Eken, und eine Eins an der Stelle (i; j)gibt an, dass die Eke i in der Kante j liegt. Das Inverse einer solhen Matrix kann manaber leiht explizit angeben:Lemma 3.3.2(i) Die Eken-Kanten-Inzidenzmatrix A eines Zyklus ungerader Länge n ist invertier-bar und es gilt
A�1 = 0BBBBBBB� 1 0 0 : : : 0 11 1 0 : : : 0 00 1 1 : : : 0 0... ... ... . . . ... ...0 0 0 : : : 1 00 0 0 : : : 1 1

1CCCCCCCA
�1 = 12 0BBBBBBB� 1 1 �1 : : : 1 �1�1 1 1 : : : �1 11 �1 1 : : : 1 �1... ... ... . . . ... ...�1 1 �1 : : : 1 11 �1 1 : : : �1 1

1CCCCCCCA =: B:
33



3. Tight-Spans(ii) Sei A 2 R(n�1)�(n�1) eine invertierbare Matrix. Dann ist auh die Matrix� A ei0 : : : 0 1 � invertierbar und es gilt A ei0 : : : 0 1 !�1 =  A�1 ��i0 : : : 0 1 ! ;wobei �i 2 Rn�1 die i-te Spalte von A�1 bezeihnet.Beweis.(i) Wir bezeihnen die i-te Zeile von A mit ai 2 Rn und die i-te Spalte von B mit �i 2Rn . Entsheidend ist nun die Beobahtung, dass in �i genau dann zwei benahbarteKomponenten (Damit meinen wir entweder die k-te und die (k + 1)-te oder dieletzte und die erste.) gleih 1 sind, wenn dies die Komponenten von ai sind, diegleih 1 sind. Somit gilt aTi �i = 1. Andere benahbarte Komponenten in �i habenvershiedene Vorzeihen, sodass aTi �j = 0 für i 6= j. Somit gilt B = A�1.(ii) Nah De�nition von �i gilt A�i = ei. Wir bezeihnen die n�n-Einheitsmatrix mitEn und rehnen A ei0 : : : 0 1 ! � A�1 ��i0 : : : 0 1 ! =  En�1 �A�i + ei0 : : : 0 1 ! = En: 2Da nah Satz 3.2.3 ein optimaler Graph G keine geraden Zyklen enthalten darf, be-steht jede Zusammenhangskomponente von G aus einem ungeraden Zyklus und weiterenKanten, die sih mit Teil (ii) des Lemmas anhängen lassen. Somit können wir direkt anG das Inverse unserer Matrix AB ablesen.Wir haben also nun den Test, ob ein Graph G optimal ist, stark vereinfaht. Eineweitere Vereinfahung kann man noh dadurh erhalten, dass man frühzeitig Graphenaussortiert, die gerade Zyklen enthalten.Der angegebene Algorithmus berehnet uns nun also zu einer gegebenen generishenMetrik die Simplexe maximaler Dimension der entsprehenden Triangulierung des Hyper-simplex. Indem man einfah alle Seiten der Simplexe der Triangulierung sammelt (unddoppelte lösht), bekommt man die komplette Triangulierung und kann auh den F -Vektor des Tight-Spans berehnen.Man kann den Algorithmus auÿerdem so modi�zieren, dass er auh für niht generisheMetriken funktioniert. Dafür muss man sih zusätzlih diejenigen Komoponenten mer-ken, bei denen in (3.3.15) Gleihheit gilt, und die entsprehenden Eken zum Simplexdazunehmen um ein Polytop der Unterteilung zubekommen. Damit bekommt man diezur Metrik gehörende polytopale Unterteilung des Hypersimplex. Eine Berehnung desF -Vektors ist jedoh in diesem Fall niht so leiht möglih.Der Algorithmus wurde vom Autor implementiert und unter anderem zur Berehnungder F -Vektoren von dnmin in Tabelle 4.2 verwendet.34



4. Obere und untere Shranken für denF -Vektor von Tight-Spans generisherMetriken
4.1. Obere ShrankeSatz 4.1.1Für den F - und den H-Vektor F (n) und H(n) des Tight-Spans einer Metrik d auf nPunkten gilt Hi(n) � � n2i � und Fi(n) � 2n�2i�1 nn� i� n�ii �:Für den F -Vektor gilt auÿerdem die RekursionFi(n) � 2Fi(n� 1) + Fi�1(n� 2):n F0 F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F94 8 8 15 16 21 56 32 48 18 17 64 112 56 78 128 256 160 32 19 256 576 432 120 910 512 1280 1120 400 50 111 1024 2816 2816 1232 220 1112 2048 6144 6912 3584 840 72 113 4096 13312 16640 9984 2912 364 1314 8192 28672 39424 26880 9408 1568 98 115 16384 61440 92160 70400 28800 6048 560 1516 32768 131072 212992 180224 84480 21504 2688 128 117 65536 278528 487424 452608 239360 71808 11424 816 1718 131072 589824 1105920 1118208 658944 228096 44352 4320 162 1Tabelle 4.1.: F -Vektor der Metrik dnmax auf n Punkten und somit obere Shranke.

35



4. Obere und untere Shranken für den F -Vektor von Tight-Spans generisher MetrikenBeweis. Wir beweisen zuerst die Shranke für den H-Vektor. Die Werte beziehen sihauf den Tight-Span, für die entsprehenden Triangulierungen des Hypersimplex möhtenwir also für den Maximalfall zeigen, dass Hi = � n2i � � nÆi;1 gilt (vergleihe die Dis-kussion in Abshnitt 3.1). Dafür benutzen wir die in Abshnitt 2.1 entwikelte Theorieüber Triangulierungen, die auf den Hypersimplex �(n; 2) angewendet werden kann. DieAussage gilt dann auh für niht generishe Metriken, da beliebige Unterteilungen zuTriangulierungen verfeinert werden können.Wir beweisen diese Aussage durh Induktion über n. Für n � 4 ist die Behauptung klar,denn dort gibt es (bis auf Symmetrien) genau eine Möglihkeit für eine Triangulierungvon �(n; 2); diese erreiht die obere Shranke. (Für n = 4 betrahte dazu Abbildung2.1.) Für n > 4 betrahteten wir zunähst Satz 3.2.7. Dieser sagt uns, dass es in �dkeine inneren Simplexe der Dimension kleiner �n2 � � 1 gibt und beweist auÿerdem dieBehauptung für i = (n�1)�(�n2 ��1) = �n2 � (denn es gilt Hbn2 (�d) = Fbn2 (�d)) . Dieszeigt auh die Behauptung für i > �n2 � und erlaubt uns das Benutzen von Korollar 2.1.4für i < �n2 �. Wir nehmen an, dass für unsere Metrik jeder F -Vektor des Randes maximalist. Insbesondere sind sie für feste Kardinalität gleih und wir können den zweiten Teilvon Korollar 3.1.7 benutzen.Zuerst zeigen wir die beiden HilfsbehauptungennXk=1(�1)i�k� nk �� ki�1 �(n� k) = Æi;1 und (4.1.1)nXk=l(�1)l�k�1� nk �� kl �� n�k2(i�l) � = 0; falls l � i und n > 2i. (4.1.2)Für i = 0 ist (4.1.1) trivial und für i > 0 ergibt sihnXk=1(�1)i�k� nk �� ki�1 �(n� k) = nXk=i�1(�1)i�k� nk �� ki�1 �(n� k)� Æi;1(�1)1� n0 �� 00 �n= i� ni � nXk=i�1(�1)i�k� n�ik�(i�1) �+ Æi;1n= �i� ni � n�(i�1)Xk=0 (�1)k� n�ik �+ Æi;1n= Æi;1n:Dabei wurde bei der letzten Gleihheit die TatsahenXk=0(�1)k� nk � = Æ0;k (4.1.3)benutzt.36



4.1. Obere ShrankeUm (4.1.2) zu beweisen rehnen wirnXk=l(�1)l�k�1� nk �� kl �� n�k2(i�l) � = � nl �� n�l2(i�l) � nXk=l(�1)l�k�1� n�2i+lk�l �= �� nl �� n�l2(i�l) � n�lXk=0(�1)k� n�2i+lk �= �� nl �� n�l2(i�l) � n�2i+lXk=0 (�1)k� n�2i+lk �= 0;wobei die vorletzte Gleihheit aus n� 2i+ l < n� 2l+ l = n� l folgt, und die letzte aus(4.1.3) und der Tatsahe, dass n� 2i+ l = 0 niht vorkommen kann, da n > 2i.Mit Hilfe dieser Gleihungen können wir nun den Induktionsshritt für den H-Vektormahen:Hi(n) Kor. 3:1:7= nXk=1 min(k;i)Xl=0 (�1)l�k�1� nk �� kl �Hi�l(n� k)Ind.-V.= nXk=1 min(k;i)Xl=0 (�1)l�k�1� nk �� kl �� n�k2(i�l) �� nXk=1(�1)i�k� nk �� ki�1 �(n� k)(4.1.1)= iXl=0 nXk=l(�1)l�k�1� nk �� kl �� n�k2(i�l) �� (�1)0�1� n�02(i�0) �� nÆi;1(4.1.2)= � n2i �� nÆi;1:Damit ist die Behauptung für den H-Vektor bewiesen. Da der F -Vektor genau dannmaximal wird, wenn der H-Vektor maximal ist, rehnen wir den zum maximalen H-Vektor gehörenden F -Vektor aus (direkt für den Tight-Span). Wir berehnen zuerst� ji �� n2j � = � ji � �� n�12j �+ � n�22j�1 �+ � n�22j�2 �� (4.1.4)= � ji � �� n�12j �+ � n�22j�1 ��+ �� j�1i �+ � j�1i�1 �� � n�22j�2 � (4.1.5)und beweisen dann die RekursionsformelFi(n) = nXj=i � ji �Hi(n) = nXj=i � ji �� n2j �(4.1.5)= nXj=i � ji � �� n�12j �+ � n�22j�1 ��+ nXj=i �� j�1i �+ � j�1i�1 �� � n�22j�2 �= n�1Xj=i � ji � �� n�12j �+ � n�22j�1 ��+ n�1Xj=i�1 �� ji �+ � ji�1 �� � n�22j � 37



4. Obere und untere Shranken für den F -Vektor von Tight-Spans generisher Metriken= n�1Xj=i � ji � �� n�12j �+ � n�22j�1 �+ � n�22j ��+ n�2Xj=i�1 � ji�1 �� n�22j �= 2 n�1Xj=i � ji �Hj(n� 1) + n�2Xj=i�1 � ji�1 �Hj�1(n� 2)= 2Fi(n� 1) + Fi�1(n� 2):Mit Induktion können wir nun auh zeigen, dassFi(n) = 2Fi(n� 1) + Fi�1(n� 2)Ind.-V.= 2n�2i�1 n� 1n� 1� i� n�1�ii �+ 2n�2i�1 n� 2n� 1� i� n�1�ii�1 �= 2n�2i�1 (n� 2� i)!i!(n� 2i)! � (n� 1)(n� 2i) + (n� 2)i| {z }=n(n�i�1) �= 2n�2i�1 nn� i� n�ii �gilt. Damit ist auh die Shranke für den F -Vektor bewiesen. 2Man bekommt also eine sehr einfahe obere Shranke für den H-Vektor, und auh dieShranke für den F -Vektor kann sehr leiht berehnet werden. In Tabelle 4.1 sind dieShranken für den F -Vektor bis n = 18 angegeben.
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Abbildung 4.1.: Darstellung des Tight-Spans von dnmax für n = 5.38



4.1. Obere Shranke4.1.1. Eine Metrik für die obere ShrankeWir de�nieren eine Metrik dnmax : � [n℄2 �! R>0 auf n Punkten durhdnmax(i; j) := 1 + 1n2 + in+ j : (4.1.6)In Abbildung 4.2 ist eine kombinatorishe Darstellung der Tight-Spans dieser Metrikmit n = 5 und n = 6 zu sehen. Abbildung 4.1 zeigt eine weitere Darstellung von d5min,in der auh die metrishen Eigenshaften berüksihtigt sind (vergleihe dazu auh dieAnmerkungen zu den Abbildungen in Kapitel 1). An den mit � markierten Stellen sindjeweils zwei Punkte des Tight-Spans so nahe beieinander, dass nur einer zu sehen ist.Die F -Vektoren von dnmax bis n = 18 kann man aus Tabelle 4.1 entnehmen. Wir werdennun zeigen, dass mit dnmax die oben bewiesene obere Shranke erreiht wird.Satz 4.1.2Für alle n ist dnmax generish.Beweis. Nah Satz 3.2.3 genügt es zu zeigen, dass kein bezüglih dnmax optimaler Grapheinen geraden Zyklus enthält. Gäbe es einen solhen Graphen G mit einem Zyklus(i1; i2; : : : ; i2n; i1), könnten wir G in die Mengen A = f(i1; i2); (i3; i4); : : : ; (i2n�1; i2n)gund B = f(i2; i3); : : : ; (i2n�2; i2n�1); (i2n; i1)g aufteilen. Es müsste dannX(k;l)2A dkl = X(k;l)2B dkl (4.1.7)gelten.Wäre nämlih eine der beiden Seiten gröÿer als die andere, könnte man durh Erhöhenjedes Summanden der gröÿeren Summe und Verkleinern jedes Summanden der kleinerenSumme um ein genügend kleines " ein  bekommen, das (3.2.12) erfüllt und für das0T d > GT d gilt, was ein Widerspruh zur Optimalität von G wäre. Die Gleihung (4.1.7)kann aber niht gelten, da die dij linear unabhängig über Q sind. 2Um zu zeigen, dass unsere Metrik dnmax tatsählih die obere Shranke erreiht, bewei-sen wir zuerst ein Lemma:Lemma 4.1.3Für n � 4 und 1 � i � j � k � l � n gelten die folgenden Gleihungen:(i) dnmax(i; j) � dnmax(i; k) � dnmax(j; l) � dnmax(k; l)und(ii) dnmax(i; l)� dnmax(i; k) � dnmax(j; l) � dnmax(j; k): 39



4. Obere und untere Shranken für den F -Vektor von Tight-Spans generisher Metriken
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Abbildung 4.2.: Kombinatorishe Darstellung der Tight-Spans von dmax für n = 5; 6.40



4.1. Obere ShrankeBeweis. Zuerst berehnen wirdnmax(i; j) � dnmax(i; k) = n2 + ni+ k � n2 � ni� j(n2 + ni+ j)(n2 + ni+ k) = k � j(n2 + ni+ j)(n2 + ni+ k)� k � jn4 unddnmax(j; l) � dnmax(k; l) = n2 + nk + l � n2 � nj � l(n2 + nj + l)(n2 + nk + l) = n(k � j)(n2 + nj + l)(n2 + ni+ l)� n(k � j)(2n2)(2n2) = k � j4n3 :Da nah Voraussetzung n � 4 gilt, folgt (i).Für die zweite Behauptung shreiben wirdnmax(i; l) � dnmax(i; k) = n2 + ni+ k � n2 � ni� l(n2 + ni+ l)(n2 + ni+ k) = k � l(n2 + ni+ l)(n2 + ni+ k)unddnmax(j; l) � dnmax(j; k) = n2 + nj + k � n2 � nj � l(n2 + nj + l)(n2 + nj + k) = k � l(n2 + nj + l)(n2 + nj + k) :Wegen i < j und k < l folgt auh (ii). 2Mit Hilfe dieses Lemmas wollen wir nun zeigen, dass dnmax tatsählih eine obere Shran-ke ist. Wir untersuhen dafür die Struktur von dnmax:Satz 4.1.4Für die Metrik dnmax gilt(i) Ist n gerade, so gibt es in �dnmax genau einen Simplex der Dimension n2 -1.(ii) Ist n ungerade, so gibt es in �dnmax genau n Simplexe der Dimension n�12 .(iii) Die Eigenshaften (i) und (ii) gelten auh für jede Einshränkung von dnmax auf einem-elementige Teilmenge S von [n℄.(iv) Für festes m � n und jede Einshränkung d0 von dnmax auf eine m-elementigeTeilmenge S von [n℄ hat �d0 den gleihen F -Vektor.Beweis. Wir beweisen direkt (iii) und nehmen m � 4 an, für m � 4 ist die Aussage klar.Dass es höhstens so viele Simplexe der entsprehenden Dimension geben kann, folgtaus Satz 3.2.7. Wir ordnen die Elemente von S der Gröÿe nah und bezeihnen sie miti1; i2; : : : ; im. Auÿerdem sei djk der Abstand dnmax(ij ; ik) vom j-ten zum k-ten Element.Sei nun zunähst m ungerade. Wir zeigen, dass es einen Zyklus C der Länge m gibt,der alle Punkte aus S tri�t und optimal ist. Dann können wir auf m Arten m+12 Kantenaus C auswählen und erhalten m aufspannende Teilgraphen, die m inneren Simplexender Dimension m�12 entsprehen. 41



4. Obere und untere Shranken für den F -Vektor von Tight-Spans generisher Metrikeni1
i4
i2i3 i5i6i7i8

i1i2i3i4
i5i6i7i8i9H CAbbildung 4.3.: Die Graphen H (m = 8) und C (m = 9) aus dem Beweis von Satz 4.1.4.Wir möhten zeigen, dass der Zyklus C = (i1; im+12 +1; i2; im+12 +2; : : : ; im�12 ; in; im+12 ; i1)(siehe Abbildung 4.3) die gewünshte Eigenshaft hat. Wir benutzen dafür Satz 3.2.9 unduntersheiden bezüglih des Paares (ij ; il) =2 C vier Fälle:(i) j < l < m+12Es ist zu zeigen:djl � m�12Xk=l �dk;m+12 +k � dk+1;m+12 +k�+ d1;m+12 � j�1Xk=1�dk;m+12 +k � dk+1;m+12 +k� :(4.1.8)Dafür shreiben wirdjl � d1;m+12 = m�12Xk=l (dj;k � dj;k+1)� j�1Xk=1 �dk;m+12 � dk+1;m+12 � :Für den ersten Teil der Summe gilt wegen j � k � k + 1 � m+12 + k nah Lemma4.1.3 (i) die Ungleihungdj;k � dj;k+1 � dk;m+12 +k � dk+1;m+12 +k;und im zweiten Teil wegen k � k + 1 � m+12 � m+12 + k nah Lemma 4.1.3 (ii) dieUngleihung dk;m+12 � dk+1;m+12 � dk;m+12 +k � dk+1;m+12 +k:Hieraus folgt nun (4.1.8).42



4.1. Obere Shranke(ii) m�12 < j < lEs ist zu zeigen:djl � m�1Xk=l �dk�m�12 ;k � dk�m�12 ;k+1�+ dm+12 ;m � j�1Xk=m+12 �dk�m�12 ;k � dk�m�12 ;k+1� :(4.1.9)Dafür shreiben wirdjl � dm+12 ;m = m�1Xk=l (dj;k � dj;k+1)� j�1Xk=m+12 (dk;m � dk+1;m) :Für den ersten Teil der Summe gilt wegen k � m�12 � j � k � k + 1 nah Lemma4.1.3 (ii) die Ungleihungdj;k � dj;k+1 � dk�m�12 ;k � dk�m+12 ;k+1;und im zweiten Teil wegen k � m�12 � k � k + 1 � m nah Lemma 4.1.3 (i) dieUngleihung dk;m � dk+1;m � dk�m�12 ;k � dk�m+12 ;k+1:Hieraus folgt nun (4.1.9).(iii) j < l � m+12 < m+12 + j < lEs ist zu zeigen:djl � l�m+32Xk=j �dk;m+12 +k � dk+1;m+12 +k�+ dl�m+12 ;l: (4.1.10)Dafür shreiben wir djl � dl�m+12 ;l = l�m+32Xk=j (dk;l � dk+1;l) :Hier gilt wegen k � k + 1 � m+12 + k � l nah Lemma 4.1.3 (ii) die Ungleihungdk;l � dk+1;l � dk;m+12 +k � dk+1;m+12 +k:Hieraus folgt nun (4.1.10). 43



4. Obere und untere Shranken für den F -Vektor von Tight-Spans generisher Metriken(iv) l � m�12 < j < m+12 ; m�12 < l < j + m+12Es ist zu zeigen:djl � j+m�32Xk=l �dk�m�12 ;k � dk�m�12 ;k+1�+ dj;j+m�12 : (4.1.11)Dafür shreiben wir djl � dj;j+m�12 = j+m�32Xk=l (dj;k � dj;k+1) :Hier gilt wegen k � m�12 � j � k � k + 1 nah Lemma 4.1.3 (ii) die Ungleihungdj;k � dj;k+1 � dk�m�12 ;k � dk�m�12 ;k+1:Hieraus folgt nun (4.1.11).Damit ist der Fall m ungerade bewiesen.Im Fall m gerade zeigen wir, dass der Graph H, der aus dem Zyklus (i1; im2 +2; i2; im2 +3;: : : ; im2 �1; im; im2 ; i1) und der Kante (i1; im2 +1) besteht (siehe Abbildung 4.3), optimal ist.Der Graph H hat den aufspannenden Teilgraphen f(ik; ik+m2 ) j 1 � k < m2 g, welher ausm2 Kanten besteht und somit einem inneren Simplex der Dimension m2 � 1 entspriht.Der Beweis verläuft im Wesentlihen analog zum Fallm ungerade, es muss nur der Son-derfall der Kante (im2 +1; ij) betrahtet werden. Wir untersheiden also zwei zusätzliheFälle:(i) j < m2 + 1Es ist zu zeigen:dj;m2 +1 � d1;m2 +1 � j�1Xk=1�dk;k+m2 +1 � dk+1;k+m2 +1� : (4.1.12)Dafür shreiben wirdj;m2 +1 � d1;m2 +1 = � j�1Xk=1 �dk;m2 +1 � dk+1;m2 +1� :Hier gilt wegen k � k+1 � m2 +1 � k+m2 +1 nah Lemma 4.1.3 (ii) die Ungleihungdk;m2 +1 � dk+1;m2 +1 � dk;k+m2 +1 � dk+1;k+m2 +1:Hieraus folgt nun (4.1.12).44



4.2. Untere Shranke(ii) m2 + 1 < jEs ist zu zeigen:dm2 +1;j � m�1Xk=j �dk�m2 ;k � dk�m2 ;k+1�+ dm2 ;m � d1;m2 + d1;m2 +1: (4.1.13)Dafür shreiben wirdm2 +1;j � d1;m2 +1 = m�1Xk=j �dm2 +1;k � dm2 +1;k+1�+ dm2 +1;m � d1;m2 +1:Hier gilt wegen k� m2 � m2 +1 � k � k+1 nah Lemma 4.1.3 (ii) die Ungleihungdm2 +1;k � dm2 +1;k+1 � dk�m2 ;k � dk�m2 ;k+1;und wegen 1 � m2 � m2 + 1 � m auÿerdem nah Lemma 4.1.3 (i) die Ungleihungdm2 +1;m � d1;m2 +1 � dm2 ;m � d1;m2 :Hieraus folgt nun (4.1.13).Die Behauptung (iv) ergibt sih mit Induktion aus Teil (iii) und Korollar 2.1.4. 2Korollar 4.1.5Die Metrik dnmax erreiht die obere Shranke aus Satz 4.1.1.Beweis. Dies ergibt sih aus dem Beweis von Satz 4.1.1, da wir dort als obere Shrankeden F -Vektor eines Tight-Spans berehnet haben, der den Bedingungen (iii) und (iv) ausSatz 4.1.4 genügt. 24.2. Untere ShrankeNah [Dev04, Theorem 3.1℄ hat der Tight-Span einer generishen Metrik mindestensDimension �n3 �. Für die Mindestanzahl von Seiten dieser Dimension können wir hierFolgendes zeigen:Satz 4.2.1Sei d eine generishe Metrik auf n Punkten. Dann hat der Tight-Span von d mindestensDimension �n3 �. In diesem Fall giltFdn3 e � 8><>:n � 3k�2 + 3k n = 3k; k 2 N3k�1 n = 3k + 1; k 2 N5 � 3k�1 n = 3k + 2; k 2 N :
45



4. Obere und untere Shranken für den F -Vektor von Tight-Spans generisher MetrikenBeweis. Sei  das Maximum der Aufgabe (3.2.12) für ! = (1; : : : ; 1) und G der zugehörigeoptimale Graph nah Satz 3.2.5. Nah Lemma 3.2.11 mit B = 1 besteht G nur aus isolier-ten Kanten und ungeraden Zyklen. Um die kleinstmöglihe Dimension im Tight-Span zubekommen, müssen wir den gröÿten minimalen aufspannenden Teilgraphen �nden. Ein(ungerader) Zyklus der Länge k hat einen aufspannenden Teilgraphen der Länge k+12 .Der gröÿtmöglihe aufspannende Teilgraph ergibt sih also bei möglihst vielen Zyklender Länge 3. Somit �nden wir auf jeden Fall Teilgraphen der Gröÿe �2n3 �, was der Di-mension �n3 � im Tight-Span entspriht. Da es für jeden Zyklus der Länge 3 drei mögliheaufspannende Teilgraphen gibt, erhalten wir im Fall n = 3k insgesamt 3k Simplexe, inden beiden anderen Fällen jeweils 3k�1. Der Fall n = 3k + 1 ist somit bewiesen.Im Fall n = 3k betrahten wir analog Aufgabe (3.2.12) mit ! = (3; 1; : : : ; 1). Wirbekommen wieder einen optimalen Graphen und benutzen Lemma 3.2.11 mit B = 3. Imersten der dort beshriebenen Fälle hätte unser Graph maximal 3 (aus der Zusammen-hangskomponente der Eke 1) plus 2(k � 2) (aus den 3-Zyklen und isolierten Kanten imRest), also zusammen 2k � 1 < 2n3 Kanten, was niht sein kann, da wir voraussetzen,dass es keinen so kleinen inneren Simplex gibt. Also muss der zweite in Lemma 3.2.11beshriebene Fall eintreten. Hier enthält ein aufspannender Teilgraph im maximalen Fall(das heiÿt wir wählen wieder 3-Zyklen) 3 (Zusammenhangskomponente der Eke 1) plus2k � 3, also insgesamt 2n3 Kanten. Da wir wieder in jedem 3-Zyklus drei aufspannendeTeilgraphen auswählen können, bekommen wir so 3k�2 neue Graphen der gewünshtenGröÿe. Da sie eine Eke vom Grad 3 enthalten, sind sie von den obigen vershieden. Wie-derholung dieser Argumentation für alle n Eken ergibt insgesamt n � 3k�2 zusätzliheGraphen und somit die Behauptung für n = 3k.Nun ist noh der Fall n = 3k+2 zu betrahten. Hierzu seien j und k die beiden Eken,die im Graphen G in keinem der 3-Zyklen liegen. Wir argumentieren nun analog wieoben, wobei wir diesmal als ! den Vektor wählen, dessen j-te Komponente gleih Zwei istund die restlihen gleih Eins. Der erste Fall in Lemma 3.2.11 ist wieder ausgeshlossen,da wir hier maximal 2 + 2(k � 1) = 2k < �2n3 � Kanten im gröÿten aufspannendenTeilgraphen haben können. Somit tritt wieder der zweite Fall ein und wir bekommenmaximal 3 + 2(k � 1) = 2k + 1 = �2n3 � Kanten. Da die Eken hier Grad 2 haben, wasoben niht der Fall ist, bekommen wir 3k�1 zusätzlihe Seiten der maximalen Dimension.Analoge Argumentation für k anstelle von j liefert den Rest der Behauptung. 24.2.1. Eine Metrik für die untere ShrankeAuh für die untere Shranke werden wir nun eine Metrik angeben. Zuerst de�nieren wirallgemeiner eine Metrik zu einem Graphen:De�nition 4.2.2 Sei G ein Graph mit n Punkten. Die Metrik dG : � [n℄2 � ! R>0 istdann defniniert durh dG(i; j) = (2; falls (i; j) 2 G1 + 1n2+in+j ; sonst :
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4.2. Untere ShrankeDie Werte dG(i; j) für (i; j) =2 G können auh anders gewählt werden. Wihtig ist nur,dass diese Werte alle linear unabhängig über Q sind (damit die Metrik generish wird)und, dass 1 < dG(i; j) < 1 + 1n2 gilt. Sei nun n gegeben und Gnmin de�niert durh(i; j) 2 G :, (� i�13 � = � j�13 �; n �3 0; 1� i�13 � = � j�13 � und i; j < n; n �3 2 :Wir setzen dann dnmin := dGnmin.
Abbildung 4.4.: Die Graphen Gnmin für n = 6; 7; 8.Die Metrik dnmin besteht also aus �n3 � Dreieken, deren Punkte untereinander Abstand 2haben (siehe Abbildung 4.4), und im Übrigen gilt dnmin(i; j) = dnmax(i; j). Im Wesentlihenentspriht dnmin der in [Dev04℄ angegebenen Metrik für die untere Shranke.Im oberen Teil von Abbildung 4.5 ist eine Darstellung des Tight-Spans von d5min zusehen, die versuht die metrishen Eigenshaften zu berüksihtigen. Die beiden � deutenan, dass an diesen Stellen eigentlih vier Punkte des Tight-Spans sind, diese aber so nahebeieinander sind, dass nur einer zu sehen ist. Im unteren Teil der Abbildung ist eineDarstellung der Kombinatorik von d6min zu sehen. Die kombinatorishe Darstellung vond5min ist die gleihe wie jene von d5max in Abbildung 4.2. (Zu den Abbildungen beahteauh die Anmerkungen in Kapitel 1.)In Tabelle 4.2 wurde der F -Vektor für dnmin bis n = 19 berehnet. Wir werden nunzeigen, dass diese Metrik die oben bewiesene untere Shranke erreiht.Satz 4.2.3Für alle n ist dnmin generish.Beweis. Der Beweis geht fast analog wie der für dnmax in Satz 4.1.2. Es muss lediglihbeahtet werden, dass zunähst nur folgt, dass in (4.1.7) nur Summanden aus Dreiekenvorkommen können. Da aus solhen jedoh kein gerader Zyklus gebildet werden kann,folgt die Behauptung. 2Satz 4.2.4Die untere Shranke in Satz 4.2.1 wird durh dnmin erreiht. 47



4. Obere und untere Shranken für den F -Vektor von Tight-Spans generisher Metriken
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Abbildung 4.5.: Darstellung der Tight-Spans von dnmin für n = 5; 6.48



4.2. Untere ShrankeBeweis. Es muss gezeigt werden, dass der Tight-Span von dnmin tatsählih nur die ge-forderte Anzahl von Seiten der Dimension k = �n3 � besitzt. Diese Seiten entsprehenSimplexen der Dimension (n � 1) � �n3 � = �2n3 � � 1, also optimale Graphen mit �2n3 �Kanten.Sei ein optimaler Graph G mit �2n3 � Kanten gegeben. Wir bezeihen mit ai die Anzahlder Dreieke von dnmin, in denen genau i Kanten von G liegen. Es gilt dann n = 3(a0+a1+a2+a3)+(n mod 3) und wir haben a1+2a2+3a3 Kanten innerhalb von Dreieken. Da Gaufspannend sein soll, müssen noh von mindestens a1 +3a0 Eken in solhen DreiekenKanten ausgehen. Wir werden im Folgenden zuerst zeigen, dass niht zwei dieser Kantenübereinstimmen können, und anshlieÿend, dass a0 = a3 = 0 gilt.Sei also ohne Einshränkung (1; 4) eine Kante zwishen den beiden Dreieken f1; 2; 3gund f4; 5; 6g. Dann gibt es eine Kante (2; i), die von der Eke 2 ausgeht. Es folgt nunsofort, dass i 2 f1; 3; 4g, denn sonst könnten wir (1; 4) und (2; i) in G durh (1; 2)und (4; i) ersetzen (siehe Abbildung 4.6, die dünnen Strihe entsprehen den Dreieken,die diken dem Graphen) und erhielten einen Widerspruh zu Satz 3.2.1, da wir G alsoptimal angenomen haben und für den neuen Graphen G0 der Wert G0Tdnmin gröÿer ist.Analoge Argumentation ergibt nun, dass G auh aus den Megen f(3; 1); (3; 2); (3; 4)g,f(5; 4); (5; 6); (5; 1)g und f(6; 4); (6; 5); (6; 1)g jeweils eine Kante enthalten muss.135i
246 135i
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Abbildung 4.6.:||||Sei zuerst i = 3, enthalte G also die Kante (2; 3). Dann kann G weder (6; 1) noh (5; 6)enthalten, denn ansonsten könnten die in Abbildung 4.7 beshriebenen Ersetzungen vor-genommen werden. (Dabei deuten die getrihelten Linien an, dass diese Kanten Gewiht12 bekommen.) Somit enthält G die Kante (6; 4) und analog die Kante (5; 4), was aberniht sein kann, da wir angenommen hatten, dass die Dreieke zu a0 oder a1 gehören.135 246 135 246 135 246 135 246Abbildung 4.7.:|||| 49



4. Obere und untere Shranken für den F -Vektor von Tight-Spans generisher MetrikenSein nun i = 4, also die Kante (2; 4) in G enthalten. Auh in diesem Fall können wirwieder sehen (Abbildung 4.8), dass (6; 1) und (5; 6) niht in G enthalten sein können underhalten wie im Fall i = 3 einen Widerspruh.135 246 135 246 135 246 135 246Abbildung 4.8.:||||Somit ist die Kante (1; 2) in G enthalten. Ersetzen wir in dieser Argumentation jeweilsdie Eke 2 durh die Eke 3, sehen wir aber, dass auh die Kante (1; 3) in G enthaltenist, was wiederum im Widerspruh zu unserer Annahme zu einem Dreiek der Sorte a2(oder a3) führt.Insgesamt bekommen wir nun also genau(a1 + 2a2 + 3a3) + (a1 + 3a0) = 3a0 + 2a1 + 2a2 + 3a3 (4.2.14)Kanten, die Punkte in Dreieken beinhalten. Im Fall n �3 0; 1 sind dies alle Kanten, undes gilt �2n3 � = 2(a0 + a1 + a2 + a3). Da wir �2n3 � Kanten haben, folgt daraus mit (4.2.14)a0 = a3 = 0.Ist n �3 2; so ist �2n3 � = 2(a0 + a1 + a2 + a3) + 1 und für die Anzahl der Kantengibt es zwei Fälle, abhängig davon, ob die beiden Eken, die in keinem Dreiek liegen,durh eine Kante verbunden sind, oder niht. Sind sie verbunden, gibt es insgesamt3a0 + 2a1 + 2a2 + 3a3 + 1 Kanten, und es folgt wieder a0 = a3 = 0. Sind sie dies niht,müsste a0 + a3 = 1 gelten. Wir zeigen, dass dieser Fall niht auftreten kann.

Abbildung 4.9.:||||Aus Abbildung 4.9 können wir zunähst entnehmen, dass a0 = 0 gilt, denn sonstist eine der beiden gezeigten Modi�kationen möglih, die wieder der Optimalität von G50



4.2. Untere Shrankewidersprähen. Ist hingegen a3 = 1, so kann man den Untergraphen G0 von G betrahten,der durh Entfernung der Eken aus dem Dreiek mit den drei Kanten besteht. Für diesengilt dann a0 = a3 = 0 und er hätte einerseits �2n3 ��3 = 2(a1+a2)�1Kanten, andererseitsaber nah (4.2.14) höhstens 2a1 + 2a2, was niht sein kann.Es gilt also in jedem Fall a0 = a3 = 0 und wir werden jetzt sehen, dass auÿerdema1 < 2 gelten muss. Wäre nämlih a1 � 2, so tritt einer der beiden Fälle in Abbildung4.10 auf, und wir können wie dort gezeigt modi�zieren. Im ersten Fall ist wieder klar, dassso ein Widerspruh zur Minimalität von G entsteht. Für den zweiten Fall nehmen wirohne Einshränkung an, dass die Eken im unteren Dreiek niedrigere Nummern haben.Wir bezeihnen die unterste Eke mit i, die Eken im oberen Dreiek mit j1; j2; j3 unddie im unteren Dreiek mit k1; k2; k3. Damit bekommen wir auf der linken Seite2 + 2 + dnmin(i; j3) + dnmin(i; k3)und auf der rehten1 + 1 + 1 + 1 + 12 (dnmin(i; k2) + dnmin(i; k1)) + dnmin(i; k3):Um zu sehen, dass die Summe der rehten Seite gröÿer ist, müssen wir dnmin(i; j3) <12 (dnmin(i; k2) + dnmin(i; k1)) zeigen. Dies folgt aber aus j3 > k1; k2 und der Tatsahe, dassunsere Metrik so de�niert ist, dass dnmin(j; l) < dnmin(j; k) gilt, falls j < k und keine zweidieser drei Punkte in einem Dreiek liegen. j1j3k2i
j2k1k3 j1j3k2i

j2k1k3
Abbildung 4.10.:||||Wir wissen also nun, dass entweder a1 = 0 und a2 = k oder a1 = 1 und a2 = k�1 gilt.Um den Satz zu beweisen, betrahten wir nun getrennt die folgenden drei Möglihkeiten:� n �3 0: Im Fall a2 = k und a1 = 0 gibt es keine Kanten zwishen den Dreieken undwir können in jedem Dreiek jeweils zwei Kanten auswählen, erhalten insgesamt also3k möglihe Graphen. Wenn a1 = 1 und a2 = k�1, gibt es eine Kante zwishen demDreiek mit nur einer Kante in G und einer Eke eines anderen Dreieks. Diese Ekehat dann Grad 3, sonst kann G, wie im linken Teil von Abbildung 4.11 zu sehenist (Dabei hat die dike Kante das Gewiht 32 .), niht optimal sein. Für jede solheEke kann es aber nur einen optimalen Graphen geben, denn sonst gibt es eineder Kanten E zu einer Eke aus einem anderen Dreiek, deren Wert in dnmin gröÿer51



4. Obere und untere Shranken für den F -Vektor von Tight-Spans generisher Metrikenist als der aller anderen solher Kanten. In diesem Fall könnte man aber, wie imrehten Teil von Abbildung 4.11 gezeigt, für jede andere Kante einen Widerspruhzur Optimalität herleiten. Da wir in allen auÿer diesen beiden Dreieken wiederzwei Kanten auswählen können, kommen somit noh (maximal) n � 3k�2 Graphendazu, was genau die Behauptung liefert.
E

Abbildung 4.11.:||||� n �3 1: Hier sieht man zusätzlih sofort, dass a1 = 1 gilt, da eine Kante zu der Ekeführen muss, die in keinem Dreiek enthalten ist. Zusätzlih erkennt man, dass injedem optimalen Graphen diese Kante die gleihe ist, denn ansonsten könnte manwieder wie im rehten Teil von Abbildung 4.11 vorgehen. Da man in jedem Dreiekder Form a2 wieder zwei Kanten auswählen kann, kommen noh insgesamt 3k�1Simplexe dazu.
Abbildung 4.12.:||||� n �3 2: Hier muss man wieder beide Fälle betrahten. Im ersten bekommt man3k möglihe Graphen. Im Fall a1 = 1 können wir hier jedoh mit Abbildung 4.12sehen, dass die Kante, die aus dem Dreiek mit nur einen inneren Kante kommt,niht zu einem anderen Dreiek führen kann. Sie muss also zu einer der beiden Ekenauÿerhalb der Dreieke führen, und es ist wieder klar, dass es für jede dieser Ekennur wieder eine andere Eke geben kann, zu der eine Kante in einem optimalen52



4.2. Untere ShrankeGraphen führt. Also kommen 2 �3k�1 Möglihkeiten dazu und in der Summe ergibtsih genau der gewünshte Wert.Damit ist der Beweis vollständig. 2Es bleibt hier noh die Frage nah einer unteren Shranke für alle Komponenten desF -Vektors einer generishen Metrik o�en. Natürlih liegt die Vermutung nahe, dass dieKomponenten von dnmin eine untere Shranke für den F -Vektor des Tight-Spans einer be-liebigen generishen Metrik auf n Punkten bilden. Es wäre also die Frage zu beantworten,ob dies tatsählih der Fall ist, und auÿerdem wie man den F -Vektor von dnmin explizitangeben kann. Die Berehnung des F -Vektors von dnmin ist aber, zumindest theoretish,mit Hilfe von Korollar 2.1.4 möglih. Das Problem dabei ist allerdings, dass (im Gegen-satz zum Verhalten der Metrik dnmax) die Untermetriken von dnmin kombinatorish ganzvershieden sind. Man kann diese jedoh klassifzieren: Alle diese Metriken entstehen auseinem Graphen G, dessen Zusammenhangskomponenten nur Dreieke, zwei verbundenenKanten und einzelne Kanten sind, und der auÿerdem isolierte Punkte enthalten kann.Die Aufgabe wäre also, allgemein für eine Metrik von solher Form eine Formel für denF -Vektor zu �nden.n F0 F1 F2 F3 F4 F5 F6 F74 8 8 15 16 20 56 31 45 157 60 100 44 38 114 213 115 159 217 450 288 5410 409 933 696 180 911 773 1921 1626 522 4512 1453 3918 3735 1458 18913 2738 7943 8383 3834 684 2714 5224 16269 18848 9855 2178 13515 9679 32130 40650 24165 6615 64816 18423 64960 88769 58548 18720 2484 8117 35571 133209 196393 143106 52560 8613 40518 64963 256077 403362 321759 135270 27945 218719 125133 519869 872844 754173 352044 84483 8748 243Tabelle 4.2.: Die F -Vektoren der Metriken dnmin.
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4. Obere und untere Shranken für den F -Vektor von Tight-Spans generisher Metriken
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A. Genohi-Zahlen
Die Genohi-Zahlen sind de�niert als Koe�zienten der erzeugenden Funktion 2tet+1 :2tet + 1 =: 1Xn=0Gn tnn! = t+ 1Xn=1G2n t2n(2n)! : (A.0.1)Ihre Untersuhung geht wohl shon auf Euler zurük, die Benennung nah dem italieni-shen Mathematiker Angelo Genohi (1817�1889), der sih intensiv mit ihnen beshäf-tigte, tauht vermutlih zum ersten Mal in [Lu91℄ auf. Später wurden sie unter anderemvon Bell in [Bel26℄ und [Bel29℄ untersuht.Die Genohi-Zahlen stehen überG2n = 2(1� 22n)B2nin Verbindung mit den bekannten Bernoulli-Zahlen.n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10G2n -1 1 -3 17 -155 2073 -38227 929569 -28820619 1109652905Tabelle A.1.: Die ersten Werte der Genohi-Zahlen.Dumont hat 1974 in [Dum74℄ eine kombinatorishe Interpretation der Genohi-Zahlengegeben. Der Betrag von Gn entspriht der Anzahl der Permutationen � von [n℄ derart,dass �(i) > i genau dann, wenn i ungerade (und k < n) ist.Die ersten Werte dieser Zahlen sind in Tabelle A.1 dargestellt. Die Werte Gi für iungerade sind mit Ausnahme von G1 = 1 alle identish 0. Für weitere Informationensiehe auh [Slo05, Sequene A001469℄.A.1. Eine Rekursion für die Genohi-ZahlenEs gibt viele Möglihkeiten die Genohi-Zahlen zu berehnen (siehe zum Beispiel [Leh35℄,[TT45℄, [Kre97℄, [ES00℄, oder [Dom04℄). Die Formel, die wir hier zeigen, wird in Abshnitt2.2 dazu benutzt, eine Verbindung mit unseren Gleihungen über triangulierte Bälleherzustellen. 55



A. Genohi-ZahlenSatz A.1.1Für die Genohi-Zahlen gelten die folgenden Rekursionen:(i) G2n = �n� 12 n�1Xk=1 � 2n2k �G2kund(ii) G2n = �1� n�1Xk=1 � 2n2k�1 �G2k2k :Beweis. Aus (A.0.1) erhalten wir für t 6= 02et + 1 = 1 + 1Xn=1G2n t2n�1(2n)!, 2 =  1 + 1Xn=1G2n t2n�1(2n)!! 2 + 1Xn=1 tnn!! :Bildet man auf der rehten Seite das Cauhy-Produkt, dann liefert ein Vergleih derKoe�zienten vor t2n�1 0 = 2 G2n(2n)! + 1(2n� 1)! + n�1Xk=1 G2k(2k)!(2n � 2k)!, G2n = �n� 12 n�1Xk=1 � 2n2k �G2kund somit ist die erste Aussage bewiesen.Für die zweite Rekursionsformel vergleihen wir die Koe�zienten vor t2n:0 = G2n(2n)! + 1(2n)! + n�1Xk=1 G2k(2k)!(2n � 2k + 1)!, G2n = �1� n�1Xk=1 � 2n2k�1 �G2k2k. 2
56



Literaturverzeihnis
[BB97℄ Billera, Louis J. ; Björner, Anders: Fae numbers of polytopes and om-plexes. In: Goodman, Jaob E. (Hrsg.) ; O'Rourke, Joseph (Hrsg.): Hand-book of disrete and omputational geometry. Boa Raton, FL : CRC, 1997(CRC Press Ser. Disrete Math. Appl.), Kapitel 15, S. 291�310. � ISBN1�584�88301�4[Bel26℄ Bell, Eri T.: An algebra of sequenes of funtions, with an appliation tothe Bernoullian funtions. In: Trans. Amer. Math. So. 28 (1926), Nr. 1, S.129�148. � ISSN 0002�9947[Bel29℄ Bell, Eri T.: Certain invariant sequenes of polynomials. In: Trans. Amer.Math. So. 31 (1929), Nr. 3, S. 405�421. � ISSN 0002�9947[Dev04℄ Develin, Mike: Dimensions of tight spans. preprint, arXiv:math.MG/0403147, 2004. � ersheint in Ann. Comb.[DHM02℄ Dress, Andreas W. M. ; Huber, Katharina T. ; Moulton, Vinent: Anexpliit omputation of the injetive hull of ertain �nite metri spaes interms of their assoiated Buneman omplex. In: Adv. Math. 168 (2002), Nr.1, S. 1�28. � ISSN 0001�8708[DMT96℄ Dress, Andreas W. M. ;Moulton, Vinent ; Terhalle, Werner: T -theory:an overview. In: European J. Combin. 17 (1996), Nr. 2-3, S. 161�175. � Dis-rete metri spaes (Bielefeld, 1994). � ISSN 0195�6698[Dom04℄ Domaratzki, Mihael: Combinatorial interpretations of a generalization ofthe Genohi numbers. In: J. Integer Seq. 7 (2004), Nr. 3. � Artile 04.3.6,11 pp. (eletroni). � ISSN 1530�7638[Dre84℄ Dress, Andreas W. M.: Trees, tight extensions of metri spaes, and theohomologial dimension of ertain groups: a note on ombinatorial propertiesof metri spaes. In: Adv. in Math. 53 (1984), Nr. 3, S. 321�402. � ISSN 0001�8708[Dum74℄ Dumont, Dominique: Interprétations ombinatoires des nombres de Geno-hi. In: Duke Math. J. 41 (1974), S. 305�318. � ISSN 0012�7094 57



Literaturverzeihnis[ES00℄ Ehrenborg, Rihard ; Steingrímsson, Einar: Yet another triangle for theGenohi numbers. In: European J. Combin. 21 (2000), Nr. 5, S. 593�600. �ISSN 0195�6698[GJ00℄ Gawrilow, Ewgenij ; Joswig, Mihael: polymake: a Framework for Analy-zing Convex Polytopes. In: Kalai, Gil (Hrsg.) ; Ziegler, Günter M. (Hrsg.):Polytopes � Combinatoris and Computation. Birkhäuser, 2000, S. 43�74. �ISBN 3�764�36351�7[Grü03℄ Grünbaum, Branko: Graduate Texts in Mathematis. Bd. 221: Convex poly-topes. Seond Edition. New York : Springer-Verlag, 2003. � 468 S. � ISBN0�387�40409�0[Hub97℄ Huber, Katharina: A T-theoretial approah to phylogeneti analysis andluster analysis, Fakultät für Mathematik, Universität Bielefeld, Diss., 1997[Isb64℄ Isbell, John R.: Six theorems about injetive metri spaes. In: Comment.Math. Helv. 39 (1964), S. 65�76. � ISSN 0010�2571[Kla℄ Klain, Daniel A.: Dehn-Sommerville relations for triangulated manifolds.http://faulty.uml.edu/dklain/ds.pdf[Kle64℄ Klee, Vitor: A ombinatorial analogue of Poinaré's duality theorem. In:Canad. J. Math. 16 (1964), S. 517�531. � ISSN 0008�414X[Kre97℄ Kreweras, Germain: An additive generation for the Genohi numbers andtwo of its enumerative meanings. In: Bull. Inst. Combin. Appl. 20 (1997), S.99�103. � ISSN 1183�1278[Leh35℄ Lehmer, Derrik H.: Launary reurrene formulas for the numbers of Ber-noulli and Euler. In: Ann. of Math. (2) 36 (1935), Nr. 3, S. 637�649. � ISSN0003�486�X[LST95℄ Loera, Jesús A. ; Sturmfels, Bernd ; Thomas, Rekha R.: Gröbner basesand triangulations of the seond hypersimplex. In: Combinatoria 15 (1995),Nr. 3, S. 409�424. � ISSN 0209�9683[Lu91℄ Luas, Edouard: Théorie des nombres. Tome premier: Le alul des nombresentiers, le alul des nombres rationnels, la divisibilité arithmétique. Paris :Gauthier-Villars et Fils, Impremeurs-Libraires, 1891. � Nahdruk: EditionesJaques Gabay, Paris 1991 � ISBN 2-87647-042-X[MM70℄ MMullen, Peter: The maximum numbers of faes of a onvex polytope.In: Mathematika 17 (1970), S. 179�184. � ISSN 0025�5793[MM71℄ MMullen, Peter: The numbers of faes of simpliial polytopes. In: IsraelJ. Math. 9 (1971), S. 559�570. � ISSN 0021�217258



Literaturverzeihnis[MM04℄ MMullen, Peter: Triangulations of simpliial polytopes. In: Beiträge Al-gebra Geom. 45 (2004), Nr. 1, S. 37�46. � ISSN 0138�4821[PHPR05℄ Polthier, Konrad ; Hildebrandt, Klaus ; Preuÿ, Eike ; Reitebuh,Ulrih: JavaView - Interative 3D Geometry and Visualization. http://www.javaview.de. Version: 2005[Sh01℄ Shläfli, Ludwig: Theorie der vielfahen Kontinuität. In: Denkshriften derShweizerishen naturforshenden Gesellshaft (1901), Nr. 38, S. 1�237. � ge-shrieben 1850�1852; Nahdruk in �Ludwig Shlä�i, 1814�1895, Gesammeltemathematishe Abhandlungen�, Band 1, Birkhäuser, Basel 1959, S. 167�387[Slo05℄ Sloane, Neil J. A.: The On-Line Enylopedia of Integer Sequenes. http://www.researh.att.om/~njas/sequenes/. Version: 2005[Sta80℄ Stanley, Rihard P.: The number of faes of a simpliial onvex polytope.In: Adv. in Math. 35 (1980), Nr. 3, S. 236�238. � ISSN 0001�8708[SY04℄ Sturmfels, Bernd ; Yu, Josephine: Classi�ation of six-point metris. In:Eletron. J. Combin. 11 (2004), Nr. 1. � Researh Paper 44, 16 pp. (elektro-nish). � ISSN 1077�8926[TT45℄ Terrill, H. M. ; Terrill, Ethel M.: Tables of numbers related to thetangent oe�ients. In: J. Franklin Inst. 239 (1945), Nr. 1, S. 64�67. � ISSN0016�0032[Zie95℄ Ziegler, Günter M.: Graduate Texts in Mathematis. Bd. 152: Letures onpolytopes. New York : Springer-Verlag, 1995. � 370 S. � ISBN 0�387�94365�X

59


