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1. Einleitung

Diese Arbeit beschiftigt sich hauptséchlich mit den sogenannten Tight-Spans metrischer
Réume. Diese wurden erstmals 1964 von Isbell in [Isb64] betrachtet (dort unter dem Na-
men ,injektive Hiille*). Wenn wir einen endlichen metrischen Raum betrachten, so kann
der Tight-Span mit einem gewissen polytopalen Komplex identifiziert werden (vergleiche
[Dre84]). In [SY04] wird bemerkt, dass dieser Komplex dual zu bestimmten Triangulie-
rungen des Hypersimplex ist. Deshalb werden wir zu Beginn Triangulierungen von Béllen
betrachten.

Endliche metrische Rdume treten beispielsweise in der Biologie bei der sogenann-
ten Phylogenetischen Analyse beziehungsweise Taxonomie auf. Dort wird der geneti-
sche ,Abstand“ von mehreren Lebewesen gemessen, um ein Abstammungsverhiltnis fest-
zustellen. Man mdchte dann beispielsweise wissen, ob eine so vorgegebene Metrik als
(Abstammungs-)Baum dargestellt werden kann (siehe dazu zum Beispiel [DMT96] oder
[Hub97]). In diesem Fall hétte der Tight-Span Dimension eins. Die Dimension des Tight-
Spans kann also als ein Mafs dafiir gesehen werden, wie weit eine Metrik von einem solchen
Baum entfernt ist.

Man betrachtet dann den F-Vektor des Tight-Spans, der angibt, wie viele Seiten wel-
cher Dimension im zugeordneten Komplex C vorkommen. Develin zeigte in [Dev04|, dass
die Dimension von Tight-Spans generischer Metriken auf n Punkten zwischen |—%-| und
L%J liegt. Dieses Ergebnis war auch die Motivation fiir die vorliegende Arbeit, in der wir
uns mit dem F-Vektor von Tight-Spans beschéftigen und Schranken fiir die Anzahl der

Seiten verschiedener Dimensionen beweisen werden.

Aufbau

Im zweiten Kapitel beschéiftigen wir uns mit triangulierten Béllen. Insbesondere werden
wir dabei solche mit der Eigenschaft betrachten, dass innere Simplexe nur ab einer be-
stimmten Dimension vorkommen. Hier werden wir sehen, dass dann schon weitere Kom-
ponenten des H-Vektors des inneren Teils der Triangulierung bestimmt sind. Im zweiten
Abschnitt werden wir uns auf den Fall beschréanken, in dem keine inneren Simplexe der
Dimension kleiner als L%J vorkommen, und Bedingungen fiir den F-Vektor des inneren
Teils der Triangulierung beweisen. Diese konnen interessanterweise mit den Genocchi-
Zahlen (siehe Anhang A) in Verbindung gebracht werden. Zum Schluss machen wir noch

einige Bemerkungen.

Im dritten Kapitel wird die Dualitédt von Tight-Spans und Triangulierungen des Hyper-
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simplex A(n,2) erldutert. Auferdem wird ein Zusammenhang zwischen der Triangulie-
rung des Randes des Hypersimplex und den Tight-Spans der Einschrinkungen der Metrik
hergestellt. Weiter stellen wir die von Develin in [Dev04| entwickelte Theorie iiber Tight-
Spans und gewisse lineare Programme vor und benutzen sie um einige Hilfsresultate her-
zuleiten. Zum Schluss wird skizziert, wie man damit einen Algorithmus zur Berechnung
des F-Vektors bekommt.

Im vierten Kapitel wird eine obere Schranke fiir den H- und den F-Vektor von Tight-
Spans bewiesen und ein Beispiel angegeben, fiir das diese erreicht wird. Zuséatzlich wird fiir
die schon in [Dev04| bewiesene Mindestdimension von Tight-Spans generischer Metriken
eine minimale Anzahl von Simplexen dieser maximalen Dimension gezeigt und ebenfalls
ein Beispiel angegeben, fiir das diese erreicht wird.

Im Anhang befassen wir uns schliefslich mit den Genocchi-Zahlen.

Abbildungen

Das Titelbild stellt eine Visualisierung des Tight-Spans einer Metrik da, die die gegen-
seitigen Entfernungen der Universitétsstiddte Darmstadt, Berlin, Miinchen und Freiburg
misst.

Diese Abbildung, sowie die Abbildungen 2.1 und 3.2 und alle weiteren Darstellun-
gen von Tight-Spans wurden mit Hilfe des Programms Polymake [GJ00] in Javaview
[PHPRO5] visualisiert. Bei den Bildern der Tight-Spans wurden zwei verschiedene Arten
der Visualisierung benutzt. Die eine Moglichkeit (Titelbild, Abbildungen 3.1, 4.1 und Ab-
bildung 4.5 oben) versucht die Abstédnde der Punkte moglichst genau zu reproduzieren.
(Soweit dies bei einer dreidimensionalen Darstellung eines hoherdimensionalen Objekts
moglich ist.) Bei der anderen Darstellungsform (Abbildung 4.2 und Abbildung 4.5 unten)
wird auf die metrischen Eigenschaften keine Riicksicht genommen, und eine moglichst
iibersichtliche kombinatorische Darstellung erzeugt. In beiden Darstellungsformen sind
die dunklen Punkte die urspriinglichen Punkte der Metrik, die helleren die Punkte, die
im Tight-Span dazukommen.



2. F- und H-Vektoren spezieller
triangulierter Balle

Fiir einen polytopalen Komplex* C zdhlt der f-Vektor f(C) in f;(C) die Anzahl der
Seiten der Dimension 7. (Dabei betrachten wir die leere Menge als Seite der Dimension
—1, das heiftt es gilt f_1(C) = 1.) Ist C ein (n—1)-Ball B (beispielsweise ein trianguliertes
Polytop), so wird auch auf den Rand eine Unterteilung induziert und wir kénnen den
f-Vektor f(0B) des Randes betrachten. Mit f(B°) := f(B) — f(0B) bezeichnen wir den
f-Vektor des inneren Anteils der Triangulierung’. Zusitzlich zum f-Vektor betrachtet
man oft auch den h-Vektor eines Polytops beziehungsweise eines polytopalen Komplexes,

der sich aus dem f-Vektor durch
i

hi(B) =Y (=17 (] ) fi(B),

j=0

hi(0B) ==Y (1) ("7177) f;-1(8B) und
j=0

hi(B%) := > (=1)"9 (1) f;24(B°)
j=0

ergibt. Manchmal spielt auch der g-Vektor, definiert durch gg := 1 und ¢; := h; — h; 1
fiir 4 > 1, eine Rolle.

Zusitzlich definieren wir den F- und den H-Vektor von B durch

H;(B) :=hyp—i(B°) und F;(B):= fn_i—1(B°).

Dann gelten die Beziehungen

n n

Hy(B) =) (1) (I)F;(B) wnd F(B)=Y_({)H;B). (2.0.1)

j=i j=i

*Ein polytopaler Komplex ist eine endliche Menge C von Polytopen, sodass fiir jedes Polytop P € C
auch alle Seiten von P in C enthalten sind, und fiir zwei Polytope P, @Q € C deren Schnitt PN(Q eine
Seite von beiden ist. Die Elemente von C' nennen wir auch Seiten von C. Fiir eine Einfiihrung in die
Theorie der Polytope siehe beispielsweise [Zie95] oder [Grii03]. Eine historische Referenz ist [Sch01].

fMan beachte, dass es sich bei B® nicht um einen polytopalen Komplex handelt.
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2.1. Gleichungen fiir den H-Vektor

Fiir ein n-dimensionales simpliziales® Polytop P gelten die bekannten Dehn-Sommerville-
Gleichungen h;(P) = hy—_;(P) (fiir einen Beweis siehe beispielsweise [McM71], [Sta80]
oder |Grii03]). Sie konnen auf sogenannte eulersche Pseudomannigfaltigkeiten und damit
insbesondere auf beliebige triangulierte Sphéren verallgemeinert werden [Kle64].

Um unsere Gleichungen herzuleiten, betrachten wir eine interessante Folgerung aus
diesen verallgemeinerten Dehn-Sommerville-Gleichungen, die den h-Vektor eines trian-
gulierten Balles mit dem g-Vektor des Randes in Verbindung bringt:

Satz 2.1.1 (Theorem 15.3.6 in [BB97])
Fiir einen triangulierten (n — 1)-Ball B und dessen (n — 2)-dimensionale Randsphére gilt

9i(0B) = hi(B) = hy—i(B). (2.1.2)

Daraus konnen wir als erstes einen einfachen Zusammenhang zwischen dem neu defi-
nierten H-Vektor und dem bekannten h-Vektor eines triangulierten Balles angeben. In
etwas anderer Form findet man diesen Satz auch in [McMO04, Theorem 2.3].

Satz 2.1.2
Fiir einen triangulierten (n — 1)-Ball B gilt

Beweis. Nach Satz 2.1.1 gilt

hn—i(B) = hi(B) — gi(0B) = Z(—l)i_j(?:f)qu(B)
Jj=0
i i—1

— | DT () £-10B) = Y (1T () £ (8B)

=0 =0

=Y (=0 (- 1(BO) + £-1(0B) = > (=1 (721 - 1(0B)
=0 =0

= (—1)i_j(?:f)fj—1(30) = h;(B°) = Hyp—i(B).
=0

O

Aufserdem machen wir mit Satz 2.1.1 eine einfache Beobachtung, aus der wir eine
wichtige Folgerung ziehen:

“Ein Polytop heiflt simplizial, wenn alle echten Seiten Simplexe sind.
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Satz 2.1.3
Sei B ein triangulierter Ball mit h;(B) = 0 fiir i > k, dann gilt

9i(0B) = hi(B) fiirt <n—%k und
9i(0B) = —hn—i(B) fiir i > k.
Beweis. Folgt direkt aus Satz 2.1.1. O

Korollar 2.1.4
Sei B ein triangulierter Ball, in dem alle inneren Simplexe mindestens Dimension k haben.
Dann gilt

H;(B) = hi(B) = gi(0B) = > (=1)"7("27) f;_1(dB) fiir i < k und

Man beachte, dass fiir 4 < &k auch f; 1(0B) = f;—1(B) gilt und damit in der oberen
Gleichung h;(B) = Z;ZO(—I)"’j(TZiJJ ) fj—1(0B) trivial ist.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt F,,_;_1(B) = f;(B°) = 0 fiir 4 < k, also F;(B) = 0 und
wegen Gleichung (2.0.1) und Satz 2.1.2 auch H;(B) = h;(B) = 0 fiir i > n—k— 1. Damit
folgt aus Satz 2.1.3 die Behauptung. O

Insbesondere ist also bei Béllen, in denen alle inneren Simplexe mindestens Dimension
|—"T_1-| haben, der f-Vektor einer Triangulierung schon durch den f-Vektor der auf den
Rand induzierten Triangulierung bestimmt.

Diese Beobachtung wird es uns am Ende ermdglichen, die obere Schranke fiir den
F-Vektor von Tight-Spans zu beweisen.

Beispiel 2.1.5 Sei B die in Abbildung 2.1 dargestellte Triangulierung des Oktaeders.
(Bis auf Symmetrien ist dies die einzig mogliche, wenn man keine inneren Punkte erlaubt.)
Man erkennt, dass f(B) = (1,6,13,12,4), f(0B) = (1,6,12,8) und somit f(B°) =
(0,0,1,4,4). Wir berechnen die entsprechenden h-Vektoren zu h(B) = (1, 2,1,0 0),
h(0B) = (1,3,3,1) und h(B°) = (0,0,1,2,1). Es gilt also H;(B) = hy,_;(B°) = h;(B),
wie wir auch aus Satz 2.1.2 schliefen kénnen.

In B haben alle inneren Simplexe mindestens Dimension eins. Berechnen wir auferdem
noch g(0B) = (1,2,0,—2,—1), lassen sich Satz 2.1.3 und Korollar 2.1.4 fiir unser Beispiel
verifizieren.



2. F- und H-Vektoren spezieller triangulierter Bélle

Abbildung 2.1.: Eine Triangulierung des Oktaeders.

2.2. Gleichungen fiir den F-Vektor
In diesem Abschnitt werden wir triangulierte (n — 1)-Bélle B betrachten, die die Bedin-
gung
) n
Fi(B)=0 firi> bJ (2.2.3)
erfiillen, also keine inneren Simplexe der Dimension kleiner als [%1 — 1 besitzen. Mit den

Ergebnissen aus Abschnitt 2.1 erhalten wir damit zunéchst folgende Gleichungen fiir den
F-Vektor:

Il
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— .

M
J— |
|
—

n ungerade
. )H%(B); n gerade

=~
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I
o
=
S
ey
1]
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SN
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Il
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>
Il Mu
(=]
—~
|
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n ungerade

N 0;
(g)(j;j)fk1(8B)+{(%‘)H%(B); n gerade

<.
Il
~

Somit ist der F-Vektor von B, falls n ungerade ist, schon durch den f-Vektor des Randes
OB bestimmt. Falls n gerade ist, kann er mit zusétzlich vorgegebenem Fu (B) = Hz (B)
berechnet werden.
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Zusitzlich werden wir hier noch anders vorgehen und Gleichungen fiir den F-Vektor
direkt aus einer Version der entsprechenden Dehn-Sommerville-Gleichungen fiir den f-
Vektor herleiten. Dabei werden wir auf den angekiindigten Zusammenhang mit den
Genocchi-Zahlen stofen.

Wir halten im Folgenden B fest und schreiben zur Vereinfachung der Notation 0; :=
0i(B) := fn_1-i(0B) und F; := F;(B).

Satz 2.2.1
Fiir den F-Vektor einer (n — 1)-dimensionalen triangulierten Mannigfaltigkeit mit Rand
gilt

i—1
2F; = Y (—=1)*(72f)Fr — 0;, falls i ungerade. (2.2.4)
k=0

Beweis. Fiir den f-Vektor einer m-dimensionalen triangulierten Mannigfaltigkeit B mit
Rand gelten nach [Kla, Corollary 1.4] die Beziehungen

fr(B) =Y (=) (117) (f;(B) - £;(9B)).
j=k

J

Somit erhalten wir mit unserer Notation

n—1 n—1—k
Fooyk+ Onore = ) (07 () sy = Y GV (3 B
j=k Jj=0

Durch Setzen von 4 :=mn — 1 — k ergibt sich
i , ' i1 ' ' .
Fi+0;=> (-1 (221 F = (-1 (21 Fj + (-1)'F;.

Da ¢ als ungerade angenommen wurde, folgt die Behauptung. O

Wenn wir nun unsere Voraussetzung (2.2.3) benutzen, kénnen wir zeigen:

Satz 2.2.2

Fiir eine (n — 1)-dimensionale triangulierte Mannigfaltigkeit mit Rand, die keine inneren

Simplexe der Dimension kleiner als |—%-| —1 hat, gilt fiir die Komponenten Fy, Fs, ..., FLEJ :
2

e Fallsn =40,1
L] i

T P = Y DI 0y fiir 3] <i< (3] -1,

k=0 k=0

11



2. F- und H-Vektoren spezieller triangulierter Bélle

o fallsm=42,3

n

I , : ,

S 1 T2 PR, ZDZ(—ZE:)a%H fir [3]+1<i<|[3] -1,
P k 0

1

Z n— 2k Z DZZQ: Fopt1 + QF{%J fiir & = L%J '

Dabei sind die Koeffizienten T! und D!, durch
k—1

1 n—(2i 7 n
T = (o) - 2 > ( 2((13—?)1))713 T (0<k<%) und (22.5)
i=0
=
Dpi=1, Difi=—23 (50 )DE (0<k<3) (2.2.6)
=0

rekursiv definiert.

Die Komponenten ungerader Dimension ergeben sich dann durch

1< i
iy = 3 (Z T2, Fop =Y D2 22kkagk+1> : (2.2.7)

k=0 k=0

Beweis. Wir beweisen zuerst Gleichung (2.2.7) durch Induktion iiber 7. Der Induktions-
anfang 7 = 0 ergibt sich direkt aus Satz 2.2.1. Fiir den Induktionsschritt betrachte

2i
Satz 2.2.1 _
2P = Z(_l)k(glg_llik)Fk — Oyl

k=0
i i—1
_ —(2k+1
- Z (2z+1 Qk)F% (n 2572/7: ))F2k+1 — Oait1
k=0 k=0
Ind.-V i 1]
nd.-v. —2k —(2k+1
- (QiT—Zl—l—Qk)FQk ) (n 257% ))
: k
2 —
. ZT2k+1 QJFQJ ZDn % 82]+1 _ 82i+1
§=0
(*) A 2 1(17J)71 25 (2k 1)
= n—2j n—2j—(2k+ 2k+1
= (n-2i)F +Z (2(2'—])+1) D) Z ( 2(]7j)72k )T,- 25 | F2j
Jj=0 k=0
—1 (i—j)—1
+112:(z 7) (n=2 (2k+1))D2k P 5,
9 4 = 2(i—7j)—2 n—25Y2j+1 = C2i+1
1= =

(225)
(2.2.6) 2i+1-2j
= Y T Ry - ZDn 2 Do 1

12



2.2. Gleichungen fiir den F-Vektor

Dabei wurde bei (%) benutzt, dass

i-1 k i—1i—1 i—1i—j—1
> aligk) = a(i,j,k) =Y > ali,j.k +j)
k=0 j=0 j=0 k=j §j=0 k=0

fiir beliebige a : N3 — R gilt.
Setzt man die Voraussetzung Fb; 11 = 0 fiir ¢ > L"T_QJ ein, folgt auch der Rest der
Behauptung. O

Wir wollen diese Gleichungen nun niher untersuchen:

Lemma 2.2.3
Fiir die oben definierten Koeffizienten T2¥*! und D2* gilt

n+1

T2ht! = ng’““ fiir n > 2k + 1 und (2.2.8)
D, =~ _"%D?L’“ fiir n > 2k. (2.2.9)

Beweis. Wir beweisen die Behauptungen durch Induktion iiber k. Fir £k = 0 muss
T),, = “HT)} gelten, was nach Definition wahr ist. Fiir & > 0 ergibt sich

k-1

(2.2.5) 1
T ST () - 5 0 (MRl

nd.-V. / n 1 n—(2¢ (n_2i)(n+1) i
PET ) - X () T

2k+1 P n —2k)(n — 2i) "

k-1
n+1 1 2z+1 2i+1
= - T it
n — 2k ( 2k+1 2 Zz_;
225) n+1 _opiy
—T, .
n—2k"

Fiir die D2¥ betrachten wir zuerst den Induktionsanfang fiir & = 0. Dort gilt D2+1 =
1 =1-DY. Der Induktionsschritt ergibt sich aus

k—1

ok (226) 1 F1—(2i41) \ y2i
Dyy = D) Z (n Q(k(_Z) ))Dn2+1
Ind.-V. _1 21+1 (n —2i)n 2
=)/ (n — 2k)(n — 26)
(226) n ok
200 1 p2k,
n—2k""

13
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Wir setzen nun
t(n) := TQQ,?_E und d(n) := D%ZH
und erhalten so induktiv aus (2.2.8) und (2.2.9) die Formeln

n—(2k+3)

_' 1
T2k+1: n A ks _ 1 " |
! 2-11 ”—(Qk-l—l)—z'() 2k+2(2k+1)() un
n—(2k+2) " ,
Dt = —————d(k — ("= (E).
! 2131 =2k =) 2k+1(2k)()

Wir miissen also nur noch die Folgen #(n) und d(n) betrachten:

Satz 2.2.4
Es gelten die Rekursionsformeln
t(0) = 2 t(n) =2n+2— lrf (3F2) (i) und
=24 = 2 L 2i4+2
1 n—1
d(0) =1, d(n) = =5 > (51)d(0).
1=0

Beweis. Fiir t(n) rechnen wir #(0) = Ty = 2 und

n—1

2.2.5 1 ) )
tn) = Torty O27 an 2 - 3 @0 - i) + DT
=0
(2.2.10) 1 2(n —1) +1
L — 2n+2 .
= 2n+2- §§W(Q?+l )t(4)
1n71
R ]
=0

Fiir d(n) ergibt sich analog d(0) = D9 = 1 und

-1
(2.2.6) 1 . .
d(n) = Dipio = b 2(2(" —i)+1)D3 s
i=0
n—1 .
(2.211) 1 2(n —1) +1 5,4
= — m)d
2 22:; 2 +1 ( 21 ) (Z)
1n—1
= =52 (5i)d)

14
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Mit diesen Formeln konnen wir nun den angekiindigten Zusammenhang mit den Ge-
nocchi-Zahlen beweisen:

Satz 2.2.5
Mit den in Anhang A definierten Genocchi-Zahlen G; gilt
t(n) = =2 Gopp) und (2.2.14)
2n 2n+1 1

Beweis. Um die Behauptung fiir die ¢(n) einzusehen, dividieren wir (2.2.12) durch —2
und erhalten
t(n)

1
A 1) — =
o~ D=3

I
—

(227211-22)% =—(n+1) - %;(27?2)%’

n

I
o

[

was im Vergleich mit Satz A.1.1(i) das gewiinschte Ergebnis liefert.

Die zweite Behauptung beweisen wir durch Induktion {iber n. Fiir n = 0 gilt d(0) =
—G9 = 1 und fiir n > 0 bekommen wir

d(n) _5 2?1—1 § 2?11 GQ(HI)

MA 1[I opyay 20—1

_ _ G

n+1< 22( ) m+1 =
=1 N——

1_ 2(n+1-i)
2n+1

S

Satz A.1.1()) 2n +1 G2
T T+l <G2(n+1> (n+1)+(n+1) ; 21 ) 5o

Satz A.1.1(i1) 2n+ 1

(Gonsny + (R +1) + (n +1)(Gan — 1 — Gap))

n+1
2n +1
= T G
|
Man kann die Gleichungen aus Satz 2.2.2 also in der Form
T'F = D0+ h!, (2.2.16)

schreiben, mit

Toe M (22 13)+1). Do e M (122). 1)) F e R, 0 e mUE e RIT
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und den Definitionen

—“2(i+4)+3 _ 2 (n-2(-1) ,
T (i, §) = :—2(;—{% = T3 (n2(i—Jl) )Gns(i+j)+ai m gerade
’ - —2(1+1)+2 _9(5_ )
! T ) = =1 ("9 ) Cusigyes mungerade
F(i) := F,
n—2(i+5)+2 _ 1 —(2j-1 .
Dy (i, j) := Dya-1) = _%—i—j+2(n S ) Grativgyeai m gerade
; —2(it§)+1 (2 ;
' Dy = e (V) G st n ungerade

|3 nE42,3undi=["T+2J.

S~
—
=
=
Il
—
[N
=
—
w[3

0; sonst

(Dabei haben wir G,, := 0 gesetzt fiir n < 0.) Fiir den Fall n =4 0 hat (2.2.16) konkret
die Form (nach Division durch —2)

@

Gn Gn72 %
5(8)Gn2 3("3°)Gna - 5(3)Gsos ?0
n — n 2
5(1)Gna 5("%)Gns - 5(5)Gaa | |
n 1 n—2 n F%
g—l(%—Q)G%H %_1(%,2)6‘& 1G2
1 nnTillGn 1 Z_:sgnd %G4 %G2 0
ﬁ( 3 )Gn—2 ﬂ( 3 )Gn—4 3G2 0 61
= | 72 ("51)Gnoa 755 ("5%)Gng o 0 0 ?
()G (0G0 0 ) N
512179 2 Tig-l 2

Aus den Bemerkungen am Anfang dieses Abschnitts konnen wir schlieffen, dass die

Gleichung (2.2.16) eine eindeutige Losung fiir F' besitzen muss, wenn 9 und FLEJ vor-
2

gegeben sind. Damit ist die unten definierte Matrix 7;, invertierbar, und wir kénnen mit

Hilfe des folgenden Satzes und Gleichung (2.2.7) den F-Vektor von B berechnen, wenn

wir FLEJ und den F'-Vektor fiir jede Seite von B kennen:

2

Korollar 2.2.6
Es gilt

=T, 1D,0 + hy, (2.2.17)
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2.2. Gleichungen fiir den F-Vektor

wobei
n+2

T, € M (|242)) hy € BL2H)

und
(T, |nl) =T, hy = —T;lFLQJ h! (falls m =4 0,1) und
2
T,:=T,), hy == hl, (sonst).

Beweis. Ergibt sich direkt aus (2.2.16). O

Beispiel 2.2.7 (i) Wir berechnen

Tiz(—2,2), D4=(_%71)7

Té = (_573)7 D5 = (_37 1)7

, (6 =2 (5 =31

T6_<—10 4)’ D6_<—510 und
21 =5 15 =31

TI:< 35 >7 D7:< 15 >

7 5 -2 10

| o, 1 3. 1

P33 (5) - (5)2R-fogmen oo
!
5

1
Fo=— (_371) O +3F2=§81——83+3F2, (n:5)
03 5 5
Y _(1i\ /5 -31 gl+o
F) =33/ \-s 10/ 2F;
b}
0
5 1
=<§_éé> 03 +<2g,> und (n = 6)
42 05 3
O
Fy\  (%22\ [ 15 =31 0
<FQ>_<1§ ~151 g 33 o
5
(ﬁ_gz 0 0
= 7 57) 83 +< > (n:7)
6-31) \ 2F;

Fy beziehungsweise Fy und F berechnen. Aus (2.2.7) ergibt sich dann auch F;.

(ii) Wir greifen Beispiel 2.1.5 wieder auf. Es gilt dann (0;,05) = (8,6) und Fy = 1.
Mit (i) bekommen wir dann tatséchlich Fy =6 — 3 + 1 = 4 und mit (2.2.7) F} =
1(4Fy - 0)) =8—-4=4.
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2. F- und H-Vektoren spezieller triangulierter Bélle

2.3. Bemerkungen

Der dargestellte Einfluss der Triangulierung des Randes eines triangulierten Balles B auf
die Triangulierung im Inneren ist besonders dann interessant, wenn B die Triangulierung
eines simplizialen Polytops ist. In diesem Fall kann man Korollar 2.1.4 folgendermafen
formulieren (wobei der erste Teil in dieser Version trivial ist):

Satz 2.3.1
Sei P ein d-dimensionales simpliziales Polytop und A eine Triangulierung von P, sodass
alle inneren Simplexe mindestens Dimension k haben. Dann gilt

7
hi(A) = gi(P) = > (=1)"7 (") f;-1(P) fiir i < k und
j=0
hi(A) =0 fiiri >d+1— k.

Die Voraussetzung von Satz 2.3.1 beziehungsweise Korollar 2.1.4 ist insbesondere dann er-
fiillt, wenn B ein k-nachbarschaftliches Polytop ist. Ein Polytop heifst k-nachbarschaftlich,
wenn die konvexe Hiille von je k oder weniger Ecken schon eine Seite ist. Insbesondere
sind dann jeweils & Punkte in einer Seite enthalten und kein aus diesen Punkten gebil-
deter (k — 1)-Simplex kann im Inneren liegen.

Wenn man iiber ein spezielles d-dimensionales simpliziales Polytop P weif5, dass schon
jede Menge von {%] Ecken in einer Seite liegt, haben alle Triangulierungen von P nach
dem obigem Satz den gleichen h- und f-Vektor. Dies folgt auch aus [McM04, Theorem
3.3], wo die stérkere Aussage bewiesen wird, dass ein simpliziales d-dimensionales Polytop
maximal eine Triangulierung haben kann, die keine inneren Seiten von Dimension kleiner
oder gleich L%J enthélt. Eine solche Triangulierung wird dort ,small-face-free” genannt.
Speziell gilt dies fiir nachbarschaftliche* Polytope gerader Dimension. Da solche Polytope
aukerdem simplizial sind [Grii03, Theorem 7.4.3] und ihr h-Vektor bekannt und nur von
der Anzahl der Ecken abhéngig ist ([Zie95, Lemma 8.26] oder [McM70, Lemma 2|), sind
auch f- und h-Vektor der Triangulierung schon eindeutig durch d und n bestimmt:

Satz 2.3.2
Sei d gerade, P ein d-dimensionales nachbarschaftliches Polytop mit n Ecken und A eine
Triangulierung von P. Dann gilt

hi(A) = { und
0; sonst

fii1(A) = {Zé:o () (k) i< g

§ (dH1—j\ (n—d—2+i). '
j:O( k—j )( i )’ sonst

*Ein d-dimensionales Polytop heifit nachbarschaftlich, wenn es L%J—nachbarschaftlich ist. Dies ist die
grofstmogliche nichttriviale Nachbarschaftlichkeit, denn ein d-dimensionales Polytop, dass (L%J +1)-
nachbarschaftlich ist, ist schon ein Simplex [Grii03, Theorem 7.1.4.].
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2.3. Bemerkungen

Beweis. Die Behauptung fiir den h-Vektor folgt aus Satz 2.3.1 und [Zie95, Lemma 8.26]
durch die Rechnung

hi(A) = gi(P) = hi(P) = hj—1 (P) = (n=d= 1) — (n=d 1H-1y — (n—d=lti-1)

fiir ¢+ < %. Der f-Vektor ergibt sich dann aus der Beziehung zum h-Vektor. O

Fiir nicht (k-)nachbarschaftliche Polytope konnen die Voraussetzungen von Korollar
2.1.4 (beziehunsweise Satz 2.3.1) trotzdem erfiillt sein. Ein Beispiel dafiir ist der Hyper-
simplex A(n,2) (siehe Abschnitt 3.1), fiir den wir in Satz 3.2.7 beweisen werden, dass die

n

Dimension eines inneren Simplex bei jeder Triangulierung mindestens [51 — 1 sein muss.

Allgemeiner gilt fiir den k-Hypersimplex A(n, k)*, dass ein solcher Simplex mindestens
n

Dimension {ﬂ — 1 haben muss. Fiir beliebige Polytope stellt sich die folgende Frage:

Problem 2.3.3
Gegeben ein Polytop oder eine Klasse von Polytopen. Wie grof ist die Mindestdimension
eines inneren Simplex bei einer Triangulierung ohne innere Punkte?

Natiirlich kann man die Frage auch umdrehen und weitere Klassen von Polytopen suchen,
fiir die es eine moglichst hohe Mindestdimension gibt.

*Der k-Hypersimplex A(n, k) ist definiert als die konvexe Hiille der Menge {Zle ei; | 1< <ida <
-+ < i < n}, wobei e; den i-ten Einheitsvektor bezeichnet.
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2. F- und H-Vektoren spezieller triangulierter Bélle
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3. Tight-Spans

Wir betrachten nun endliche metrische Rdume auf der Menge [n] := {1,...,n}, das heifit
Funktionen

d: ([g}) — Ry mit dij + djk > diy, fiir alle i, 7,k € [n]a

die jeder zweielementigen Teilmenge von [n| einen Abstand der beiden Elemente zu-
ordnen. In [DHMO02| wird eine explizite Darstellung des Tight-Spans eines metrischen
Raumes angegeben, welche im Fall eines endlichen Raumes durch den Komplex PdK der
kompakten Seiten des Polyeders

gegeben ist. Wir betrachten hier den F-Vektor des Tight-Spans einer Metrik d, wobei
F; die Anzahl der i-dimensionalen Seiten des Komplexes PJ¢ bezeichnet. (Der F-Vektor
entspricht also dem iiblichen f-Vektor des Komplexes, wir wollen hier jedoch keine Kom-
ponente F_; betrachten.) Durch

n

H;:= (1) (1)F,

j=i
definieren wir in Analogie zu (2.0.1) aulerdem den H-Vektor des Tight-Spans.

Beispiel 3.0.4 Die Metrik d sei gegeben durch die Matrix

2o RIR ©5l%
NP E=I AN
|53

S8 roglx o

wobei an der Position (i,7) der Matrix der Abstand der Punkte 7 und j steht. Der
Tight-Span dieser Metrik ist ein Viereck mit vier zusitzlichen Punkten, die mit den
Ecken verbunden sind. Er ist im linken Teil von Abbildung 3.1 dargestellt. Wir lesen
(8,8,1,0,0) als F-Vektor ab und berechnen den H-Vektor zu (1,6,1,0,0).

Wie der Tight-Span im Fall n < 5 aussehen kann, wurde schon von Dress in [Dre84]

vollstdndig beschrieben, die dazu dualen reguléren Triangulierungen des Hypersimplex
A(5,2) klassifizierten de Loera, Sturmfels und Thomas in [LST95]. Hier gibt es bis
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3. Tight-Spans

|

P
AN

Abbildung 3.1.: Die Tight-Spans der Metriken d und d'.

auf Symmetrien drei Moglichkeiten, wobei deren F-Vektoren iibereinstimmen. In [SY04]
konnten dann von Sturmfels und Yu alle generischen Metriken auf sechs Punkten klassi-
fiziert werden (339 bis auf kombinatorische Aquivalenz), wobei es hier fiir den F-Vektor
genau zwei Moglichkeiten gibt. Im allgemeinen Fall zeigte Develin in [Dev04]|, dass die
Dimension des Tight-Spans einer Metrik auf n Punkten zwischen {ﬂ und [%J liegen

3
muss. Wir werden dieses Ergebnis hier erweitern.

3.1. Tight-Spans und Triangulierungen des Hypersimplex

Der Hypersimplex A(n,2) C R ist definiert als die konvexe Hiille der Menge {e;+e¢; |1 <
i < j < n}. Fiir die Seiten des Hypersimplex gilt folgendes Lemma:

Lemma 3.1.1

Sei n. > 3. Der Hypersimplex A(n,2) hat (ifl) + n(?:%) Seiten der Dimension n — i
(i =2,...,n —2), davon (;”) Hypersimplexe der Art A(n —i — 1,2) und n("? )
Simplexe. Des weiteren hat er n(Z:é) Kanten und (72‘) Ecken.

Insbesondere hat A(n,2) als Facetten (das heiit Seiten der Kodimension 1) n Simplexe
der Dimension n — 2 und n Hypersimplexe A(n — 1,2).
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3.1. Tight-Spans und Triangulierungen des Hypersimplex

(0,0,0,1,1)

(00110)/\(01010)

©(1,0,0,1,0)
(1,0,0,0,1)
%(1,0,1,0,0) £.100%0)/
(0,0,1,0,1) \

NS

(0,1,1,0,0)

(0,1,0,0,1)

Abbildung 3.2.: Schlegeldiagramm des Hypersimplex A(5, 2).

Beweis. Die Hyperebenen z; = 0 und z; = 1 definieren fiir 1 < ¢ < n Facetten des
Hypersimplex A(n,2). Wihlt man nun 7 — 1 der n Gleichungen der Form z; = 0 aus,
erhdlt man einen Hypersimplex A(n—i—1,2) als eine Seite der Dimension n—(i—1)+1 =
n — 4. Wahlt man andererseits eine Gleichung der Form z; = 1, kann man aus den
n — 1 Gleichungen der Form z; = 0 noch ¢ — 2 auswéhlen, und erhélt einen Simplex der
Dimension n — 4. Da immer Y x; = 2 fiir die Punkte im Hypersimplex gilt, fiihrt eine
Wahl von zwei Gleichungen der Form x; = 1 schon auf eine der (g) Ecken.

Gesondert betrachtet werden muss noch der Fall 4 = n — 1. Dort treten die Hypersim-
plexe nicht auf, denn es wiirden n — 1 Koordinaten identisch 0 sein, was nicht mdglich
ist. O

Beispiel 3.1.2 (i) Der Hypersimplex A(3,2) ist ein Dreieck mit drei Kanten und drei
Ecken als Seiten, das sagt auch Lemma 3.1.1.

(ii) Der Hypersimplex A(4,2) ist der Okataeder. Nach Lemma 3.1.1 und (i) hat er
acht Dreiecke als Facetten, zwolf Kanten und sechs Ecken. Dies kann man auch in
Abbildung 2.1 nachzdhlen.
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3. Tight-Spans

(iii) In Abbildung 3.2 ist ein Schlegeldiagramm® des Hypersimplex A(5,2) dargestellt.
Als Facetten hat er fiinf Oktaeder und fiinf Tetraeder, als zweidimensionale Seiten
30 Dreiecke und aufserdem 30 Kanten und zehn Ecken, wie man nach Lemma 3.1.1
berechnen und in der Abbildung verifizieren kann.

Die Ecken e; + e; von A(n,2) kénnen wir mit den Kanten (7,7) des vollsténdigen
Graphen K, auf n Punkten identifizieren. Ein Untergraph G von K, entspricht dann
dem von diesen Ecken aufgespannten Subpolytop von A(n,2).

Ist nun eine Metrik d auf n Punkten gegeben, so kann man eine Unterteilung von

A(n,2) definieren, indem man einen Untergraphen G von K, genau dann in die Unter-
teilung aufnimmt, wenn es ein x € R" gibt mit

z; + ;) = dij, falls (4,7) € G, und (3.1.1)

x; + x5 > dij, falls (4,7) € G. o
Diese Unterteilung hat nach Definition keine inneren Ecken. Im Folgenden sollen alle
Unterteilungen und Triangulierungen diese Eigenschaft haben.

In [SY04] bemerken Sturmfels und Yu, dass der Komplex der inneren Seiten Ay dieser
Unterteilung polar zum Tight-Span von d ist. So kann Ay auch erzeugt werden, indem
man das von {(e; + €j,d;j) |1 <i < j < n} erzeugte Polytop P C R" x R auf die erste
Komponente projiziert. Eine k-dimensionale Seite des Tight-Spans entspricht dann einer
(n — 1 — k)-dimensionalen Seite in Ay.

1 2 1 2 1 2 1 2
3I I4 3I I4 3N4 3%4
G1 GQ G3 G4

Abbildung 3.3.: Graphen der Triangulierung von A(4,2) zur Metrik d.

Beispiel 3.1.3 Wir betrachten die Metrik d aus Beispiel 3.0.4 und die vier in Abbildung
3.3 dargestellten Graphen Gy, Gs, G3 und G4. Definiert man

18 753 517
iy 1 [324 Lo 1 |39 L3 — 1 [ 1003
323 | 628 |- 748 | 43 | 513 | 509
322 1457 23

2327

1 [ 1193

(L
und T 1188 49 |
1183

*Ein Schlegeldiagramm ist die Projektion eines m-dimensionalen Polytops auf eine seiner (m — 1)-
dimensionalen Seiten. Siehe dazu beispielsweise [Zie95, Kapitel 5] oder [Grii03, Abschnitt 3.3].
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3.1. Tight-Spans und Triangulierungen des Hypersimplex

so verfiziert man leicht, dass G; die Bedingung (3.1.1) fiir £ = z() erfiillt und kein
weiterer Graph dieser geniigen kann.

Die Unterteilung von A(4,2), also des Oktaeders, die man erhélt, ist somit die in
Abbildung 2.1 dargestellte Triangulierung, die in Beispiel 2.1.5 behandelt wurde.

Wir nennen eine Metrik generisch, wenn die erzeugte Unterteilung eine Triangulierung
ist. In diesem Fall wird A(n,2) zu einem durch Ay triangulierten Ball. Die in Kapitel 2
definierten Vektoren F' und H sind genau die F- und H-Vektoren des Tight-Spans.

Beachtet werden muss allerdings, dass bei dieser Dualisierung die dufseren eindimen-
sionalen Segmente des Tight-Spans verloren gehen. (Im linken Teil von Abbildung 3.1
sind dies beispielsweise die vom Viereck wegfithrenden Strecken.) Durch Addition ge-
eigneter Konstanten zu kompletten Zeilen und Spalten der Metrik darstellenden Matrix
(also durch Ubergang von d zu d’ mit d;j = d;j + & +¢; fiir beliebige &; € R), was an der
durch (3.1.1) definierten Triangulierung nichts éndert, konnen diese ,Tentakeln“ erzeugt
und vernichtet werden, ohne den restlichen Tight-Span kombinatorisch zu verdndern. Wir
konnen also ohne Einschrénkung anstatt mit dem Tight-Span mit der Triangulierung des
Hypersimplex arbeiten, miissen jedoch beachten, dass sich die Komponenten Fy und F}
des F-Vektors des Tight-Spans gegeniiber dem der Triangulierung noch (simultan) um
maximal n erhéhen konnen. (Im H-Vektor verringert sich entsprechend H; um n.)

Beispiel 3.1.4 Wir betrachten die Metrik d’ auf vier Punkten, die aus der Metrik d aus
Beispiel 3.0.4 durch

dij = dij — & — &
mit & = %, &y = %, &3 = % und &4 = % entsteht.
Der Tight-Span von d’ ist im rechten Teil von Abbildung 3.1 dargestellt. Man sieht
sofort, dass die Graphen G; aus Beispiel 3.1.3 mit z} = z; — {;1* die Bedingung (3.1.1)
erfiillt, und damit d und d’ dieselbe Triangulierung von A(4,2) erzeugen.

Das folgende Lemma gibt Auskunft iiber den Zusammenhang zwischen den auf den
Randhypersimplexen induzierten Triangulierungen und den durch Einschrinkung entste-
henden Metriken:

Lemma 3.1.5

Sei d : ([’2’]) — Ry eine Metrik auf n Punkten, Ay die entsprechende Triangulierung
von A(n,2) und i € [n]. Dann ist Adj, iy 8leich der Triangulierung Al welche von Ay
auf dem durch x; = 0 definierten Randhypersimplex induziert wird.

Beweis. Sei G € A} und z =: (z',z;) zuerst so gewihlt, dass die Bedinung (3.1.1)
erfiillt ist. Dann geniigt 2’ offensichtlich der Bedingung (3.1.1) fiir A iy 3lso gilt

G € Ad[n]\{z‘}'

*Mit 1 bezeichnen wir den Vektor, der in jeder Komponente den Wert 1 hat.
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3. Tight-Spans

Sei nun umgekehrt G € Ad\[n]\{i}

Wir wiihlen Z grof genug, sodass (z, Z) die Bedingung (3.1.1) fiir A} erfiillt. Also ist wie
gewiinscht G' € A, O

mit = entsprechend Bedingung (3.1.1) fiir Agy .. -

Somit konnen wir den f-Vektor der Triangulierung des Randes aus den Einschrénkun-
gen der Metrik auf echte Teilmengen von [n] erhalten:

Satz 3.1.6
Sei d eine Metrik auf n Punkten. Fiir den Rand des durch Ay triangulierten A(n,2) gilt

n—i—1
fil0A) = Y (=171 DT filAgy) + ndipo, (3.1.2)
Jj=1 SCln]
|S|=n—j
n min(k,i)
gi(0Ag) = > Y DR hici(Agy) 4 ndipo und - (3.1.3)
k=1 Sc[n] =0
|S|=n—k

fn,i,l(BAd Z Z F Ad\s -I—n(l 1) (3.1.4)

k=1 sc
|S|=

Ist d so beschaffen, dass fiir jedes S C [n] der f-Vektor f¥(A,) (und somit auch der
h-Vektor h¥(Ag) und der F-Vektor F*(Ay)) von Ay nur von der Kardinalitéit k von S
abhangt, dann gilt

n—i—1
fi(08g) = D (=17 (T (AG) + ndimos, (3.1.5)
7j=1
n mln(k,z
9i(0Ay) = 1)l 1 )(]f)h?:lk(Ad)—l—néi,n_l und (3.1.6)
k=1 [=0
Fami=1(08g) = 9;(Aa) = ) (R)F3 M (Aas) +0(51). (3.1.7)
k=1

Beweis. Der Rand des Hypersimplex A(n,2) besteht nach Lemma 3.1.1 aus n Simplexen
und n Hypersimplexen A(n —1,2). Um nun den f-Vektor zu berechen, addieren wir die
f-Vektoren der Hypersimplexe im Rand, die wir nach Lemma 3.1.5 berechnen koénnen.
Diese Hypersimplexe A(n—1, 2) schneiden sich jeweils in einem Hypersimplex A(n—2, 2).
Dessen Seiten haben wir damit aber doppelt gezihlt, deshalb miissen wir seinen den f-
Vektor der auf ihn induzierten Triangulierung wieder abziehen. Wir fahren immer so fort
und erhalten die Zahl der Seiten in den Hypersimplex-Facetten. Die n Simplex-Facetten
haben Dimension n — 2, ihr Rand wurde schon gez#hlt, und so ergibt sich das behauptete
Ergebnis fiir f;(0A,).

26



3.1. Tight-Spans und Triangulierungen des Hypersimplex

Um die Formel fiir den g-Vektor zu beweisen, bemerken wir zunéchst, dass

(1) =>_ (D) (3.1.8)

§=0
312) D) Y (DR (A

j=0 k=1 SC[n]

[S|l=n—k

7 n k
3.1.8 P ke
= SRS () () 1 (M)

=0 k=1 SC|n] 1=0

[S|l=n—k

n k 71—
= SO DT ) S )T () £ Ag)

k=1 Sc[n] 1=0 j=0

[S|l=n—k

S

Die Anderungen in der Linge der Summationen ergeben sich jeweils dadurch, dass die
iibrigen Summanden gleich 0 sind.

Wir konnen die Anzahl der Simplexe der Dimension n — 4 im Rand von A(n,2) auch
berechnen, indem wir alle Randhypersimplexe der Dimension grofter oder gleich n — 4
und deren innere Simplexe dieser Dimension betrachten. Diese lassen sich wiederum mit

Lemma 3.1.5 berechnen. Wir erhalten also 22:1 Y. scin Fi(Ag) fiir die Hypersim-
|S|=n—k

plexseiten. Die Simplexseiten enthalten alle nur einen inneren Simplex, hier kommen also

noch genau n( ’Z’__ll) Simplexe der Dimension ¢ hinzu. Damit ist auch die dritte Gleichung

bewiesen.

Wenn f(Agy|s) nur von der Kardinalitit von S abhéingt, kann man mit Lemma 3.1.1 die
Anzahl der Randhypersimplexe einer festen Dimension einsetzen und erhilt den zweiten
Teil des Satzes. O

Der Spezialfall tritt insbesondere dann ein, wenn die Metrik homogen ist, also bei-

spielsweise d;; = 1 fiir alle 4,j € [n], aber auch, wenn dies ,fast“ der Fall ist, wie bei der
Metrik in Abschnitt 4.1.1.
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3. Tight-Spans

Wenn wir diesen Satz nun mit Korollar 2.1.4 zusammenfiigen, erhalten wir:

Korollar 3.1.7
Fiir die aus einer generischen Metrik d auf n Punkten resultierende Triangulierung Ag
des Hypersimplex gilt fiir i < {%] -1

min(k,i)
S Y S O () Hi(Bg) i (3.1.9)
k=1 SC[n] 1=0
|S|=n—k

Ist d so beschaffen, dass fiir jedes S C [n] der H-Vektor H*(Aq) von Ay nur von der
Kardinalitédt k von S abhangt, dann gilt

n min(k,i)

= Z DR R) (5 HF(Ad) + nin o (3.1.10)
k=1 [=0

3.2. Tight-Spans und lineare Optimierung

Mit Hilfe der obigen Identifikation von Teilpolyedern von A(n,2) und Graphen G mit
n Ecken kann man die Berechnung des Tight-Spans einer Metrik d auf das Ldsen von
linearen Optimierungsproblemen zuriickfithren. Dies wird in [Dev04] beschrieben. Wir
werden hier die wichtigsten Resultate angeben und daraus einige niitzliche Folgerungen
ziehen.

Dafiir konnen wir eine Metrik d : ([’2‘}) — Rs auf n Punkten kanonisch mit einem

Vektor (dij)i<i<j<n € R( 721) identifizieren. Einen Graphen G mit n Ecken identifizieren
wir ebenfalls mit einem Vektor (Gjj)i<i<j<n € R(g) fiir den genau dann G;; = 1 gilt,
wenn ¢ und j mit einer Kante verbunden sind, und sonst G;; = 0.

Somit kénnen wir die folgenden Resultate formulieren:

Satz 3.2.1 (Proposition 2.9 in [Dev04])

Sei d eine Metrik auf n Punkten, G ein Graph mit n Ecken und w € R" gegeben durch
w; = deg;(G). Dann gilt genau dann G € Ay, wenn das Maximum der Optimierungsauf-
gabe

maxcld, sodass (3.2.11)
n

¢ >0 und ZCU = wj firl<i<m (3.2.12)
J=1

bei ¢ = G angenommen wird.

Wir nennen einen Graphen, auf den Satz 3.2.1 zutrifft, optimal (beziiglich einer Metrik
d).
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3.2. Tight-Spans und lineare Optimierung

Satz 3.2.2 (Proposition 2.4 in [Dev04])
Ein optimaler Graph G entspricht genau dann einem inneren Simplex, wenn G jede Ecke
trifft und nicht isomorph zum bipartiten Graphen K ,_ ist.

Satz 3.2.3 (Proposition 2.10 in [Dev04])
Eine Metrik d ist genau dann generisch, wenn kein optimaler Graph G einen geraden
Zyklus enthélt.

Satz 3.2.4 (Proposition 2.7 in [Dev04])
Fiir eine generische Metrik d ist das Optimierungsproblem (3.2.11) fiir festes w eindeutig
lésbar.

Satz 3.2.5 (Proposition 2.3 in [Dev04])
Ist ¢ ein Maximum der Aufgabe (3.2.11), dann ist der Graph G, der aus allen Kanten
(4,7) mit ¢;; # 0 besteht, optimal.

Beispiel 3.2.6 Wir betrachten die Metrik d aus Beispiel 3.0.4 und den Graphen G aus
Beispiel 3.1.3. Es ergeben sich die Bedingungen

3 1=1
c>0und ¢y +cpo+tezt+ca=42; i=2,4.
1; +=3

Wenn wir ¢! d unter diesen Nebenbedingungen maximieren, erhalten wir G als eindeutige
Lésung, wie wir auch aus den Sétzen 3.2.1 und 3.2.4 bekommen. Fiir G, G3 und G4
funktioniert das analog. Wenn wir d durch d' aus Beispiel 3.1.4 ersetzen, bekommen wir
dasselbe Ergebnis.

Die vier Graphen G; sind alle aufspannend und nicht isomorph zu Kj 3, auferdem
haben sie keine geraden Zyklen (vergleiche die Sétze 3.2.2 und 3.2.3).

Mit Hilfe dieser Resultate bekommen wir nun als erstes eine Schranke fiir die Anzahl
der inneren Simplexe minimaler Dimension:

Satz 3.2.7
In einer Triangulierung von A(n,2) gibt es, wenn n gerade ist, maximal einen inneren

Simplex der Dimension 2 — 1, wenn n ungerade ist, maximal n innere Simplexe der

2
Dimension ”T_l Simplexe niedrigerer Dimension kénnen im Inneren nicht vorkommen.

Beweis. Dass es keine inneren Simplexe niedrigerer Dimension geben kann, folgt sofort
daraus, dass ein aufspannender Teilgraph von K, mindestens |—%-| Kanten enthalten muss.

Fiir die Behauptung iiber die Anzahl sei zundchst n gerade und G ein Simplex in Ay
mit § Kanten. Nach Satz 3.2.1 miisste G die Aufgabe (3.2.11) fiir w = (1)1<j<p 10sen.
Nach Satz 3.2.4 kann es dafiir aber bei generischem d nur ein G' geben. Das zeigt die
Behauptung fiir gerade n.
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3. Tight-Spans

Ist n ungerade, so haben wir einen Graphen mit n Ecken und "TH Kanten. Somit gibt

es genau eine FEcke mit Grad 2, wiahrend alle anderen Ecken Grad 1 haben. Also gibt es
n Moglichkeiten w zu wihlen und entsprechend (wiederum mit Satz 3.2.4) maximal n
verschiedene Simplexe. O
Beispiel 3.2.8 Der Oktaeder A(4,2) hat in jeder Triangulierung genau eine innere Seite

der Dimension § — 1 = 1, also genau eine innere Kante (vergleiche Beispiel 2.1.5).

Um von einem konkreten Simplex G zu beweisen, dass er tatséchlich in Ay liegt, ist
folgender Satz hilfreich:

Satz 3.2.9
Sei G ein zusammenhéngender Graph auf m Punkten mit n Kanten und ohne gerade

Zyklen. Dann ist G genau dann optimal beziiglich einer generischen Metrik d : ([’2‘}) —
Rso, wenn fiir alle (j,1) ¢ G gilt

m—1
di <> (=D iy (3.2.13)
k=1
wobei (j = i1,i9,...,im = [) der eindeutig bestimmte Weg W ungerader Linge vom

Knoten j zum Knoten [l in G ist.
Beweis. Sei zunéchst G optimal und (3.2.13) fiir eine Kante (j,1) ¢ G nicht erfiillt. Wir
betrachten den aus den Kanten von W und der Kante (j,1) bestehenden Graphen C, der
ein gerader Zyklus ist. Wir definieren einen Vektor ¢’ € R(g) durch
I;  (o,B) = (ik,ik+1) € C und k ungerade
g -1; (o, B) = (ig,ik+1) € C und k gerade
YL (B =Ghec

0; sonst

(3.2.14)

Dann erfiillt ¢ := G + 1¢’ die Bedingung (3.2.12) und es gilt

m—1
1 _
l'd= GTd+ 5 <_ kE_l(_l)k ldik;ik+1 + djl) > GTda

im Widerspruch zu Satz 3.2.1.

Sei nun umgekehrt (3.2.13) fiir alle (j,/) ¢ G erfiillt und G nicht optimal. Da w > 0
ist, ist das durch (3.2.12) definierte Polytop beschriankt und es gibt ein (nach Satz 3.2.4
eindeutiges) Maximum ¢ der Aufgabe (3.2.11). Da ¢ # G ist, gibt es nach Satz 3.2.5 ein
Paar (j,1) ¢ G mit ¢;; > 0. Wir bilden dann e = ¢ — 4'¢/ mit ¢ nach (3.2.14) und C wie
im ersten Teil des Beweises. Dann gilt

m—1
T T G k—1
erd=c d+7 <kE_1(—1) dik:ik+1 —dﬂ) > 0.
Dies ist aber ein Widerspruch, da ¢ eindeutiges Optimum ist. O
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3.2. Tight-Spans und lineare Optimierung

Beispiel 3.2.10 Wie in Beispiel 3.2.6 betrachten wir die Metriken d und d’ und den
Graphen GG1 aus Abbildung 3.3. Nach Satz 3.2.9 muss dann

d3s < d31 —dig +ds und doz < dog —ds1 +di3
gelten, was man durch Einsetzen sofort verifiziert.

Wir zeigen nun noch ein Lemma, das hilfreich sein wird, wenn wir konkret eine Min-
destanzahl von Simplexen maximaler Dimension finden wollen:

Lemma 3.2.11

Seiw = (B,1,...,1) € R" ¢ optimal beziiglich w und G bestehe aus allen Kanten (i, j)
mit ¢;; # 0. Dann trifft fiir die Zusammenhangskomponente C' von G, in der die Ecke 1
enthalten ist, genau eine der folgenden Mdglichkeiten zu:

(i) G besteht aus einem ungeraden Zyklus und zusétzlich B — 1 Kanten von der Ecke
1 zu einer anderen, von der keine weiteren Kanten ausgehen.

(ii) G besteht aus B Kanten, die von der Ecke 1 ausgehen.

Alle anderen Zusammenhangskomponenten sind isolierte Kanten oder ungerade Zyklen.

AN
*—=0
Abbildung 3.4.: Optimale Graphen fiir B = 3 nach Lemma 3.2.11.

Beweis. Geht von einer Ecke i # 1 von G nur eine Kante (7, ) aus, dann gilt sicherlich
cij = 1. Wegen Y p_,cjp = 1 kann, falls j # 1, dann auch j nur mit einer anderen
Ecke verbunden sein. Da G nach Satz 3.2.5 optimal ist, enthélt er nach Satz 3.2.3 keine
geraden Zyklen und somit sind alle Zusammenhangskomponenten, in denen die Ecke 1
nicht enthalten ist, isolierte Kanten und ungerade Zyklen.

Aus der obigen Argumentation ergibt sich auch, dass in der Zusammenhangskomponen-
te der Ecke 1 nur dann eine Kante zwischen zwei von 1 verschiedenen Ecken vorkommen
kann, wenn diese Bestandteil eines ungeraden Zyklus sind. Das heifst, es gibt maximal
einen ungeraden Zyklus und aufserdem Kanten zur Ecke 1. Aus der Beobachtung, dass

1

im ungeraden Zyklus jede Kante das Gewicht 5 und wie oben alle anderen Kanten das

Gewicht 1 haben miissen, ergibt sich die Behauptung. O
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3. Tight-Spans
3.3. Ein Algorithmus zur Berechnung des F'-Vektors

Man kann Satz 3.2.1 auch dazu verwenden, zu einer vorgegebenen generischen Metrik
auf n Punkten die entsprechende Triangulierung des Hypersimplex zu berechnen. Im
Prinzip muss nur fiir alle aufspannenden Teilgraphen von K, getestet werden, ob sie den
Bedingungen des Satzes geniigen. Natiirlich ist das sehr aufwendig, der Aufwand kann
aber stark reduziert werden, wenn man die Triangulierung schrittweise konstruiert. Wir
werden im Folgenden einen Algorithmus dazu skizzieren:

Zuerst wiahlt man S, einen der (n — 2)-dimensionalen Simplexe im Rand von A(n,2).
Zu diesem gibt es dann offensichtlich genau eine weitere Ecke x von A(n,2), sodass der
von x und S zusammen aufgespannte (n — 1)-dimensionale Simplex o optimal ist. Um
herauszufinden welcher das ist, benutzen wir dann Satz 3.2.1. Nun wéhlen wir als neuen
Simplex S eine im Inneren von A(n,2) gelegene Facette von o. Es gibt nun genau einen
weiteren Simplex der Triangulierung, in dem S enthalten ist, welchen wir wieder mit Satz
3.2.1 bestimmen. Wir fahren fort, indem wir als S immer eine Facette eines schon in der
Triangulierung enthaltenen (n — 1)-Simplexes wihlen, die weder im Rand liegt, noch in
einem weiteren schon vorhandenen Simplex. Finden wir keine solche mehr, haben wir die
komplette Triangulierung von A(n,2) gefunden.

Wir kénnen diesen Algorithmus nun noch verbessern, indem wir das Losen des Opti-
mierungsproblems stark vereinfachen. Dabei nutzen wir die Tatsache aus, dass wir schon
eine mogliche Losung vorgegeben haben, und auferdem die spezielle Struktur des Opti-
mierungsproblems kennen.

Zunécht beweisen wir dafiir ein Lemma, dass uns sagt, wann ein vorgegebener Vek-
tor ein Optimierungsproblem 16st. Dieselbe Technik wird auch im bekannten Simplex-
Algorithmus verwendet.

Lemma 3.3.1
Sein <m,d € R™" weR", AecR"™™ mit vollem Rang, B C [m] so gewahlt, dass Ap*
invertierbar ist, und N = [m]\ B.

Dann ist der Vektor ¢ mit cg = A]_Blw > 0 und ¢y = 0 genau dann eine Lésung des
Problems

maxcld, sodass
c¢>0und Ac = w,

wenn
dy < dbAG' Ay (3.3.15)

gilt.

“Fiir eine Matrix A € R**™ und S C [m] bezeichnen wir mit Ag diejenige Teilmatrix von A, deren
Spaltennummern den Elementen von S entsprechen. Entsprechend bezeichnen wir fiir einen Vektor
x € R™ mit xs den Vektor, der aus allen Komponenten x; mit ¢ € S besteht.
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3.3. Ein Algorithmus zur Berechnung des F'-Vektors

Beweis. Sei Ac = w. Dann gilt
Apep +Aney =w & cp = Agl(w — ANCN). (3316)
Damit berechnen wir

d"c = dhep + dyen = d5 (AR (w — Anen)) + diey

= dLAG'w + (dY — d5AZ AN)en.

Da der erste Summand von ¢ unabhéngig ist, muss also der zweite Summand maximiert
werden. Ist nun d% < dgA;lAN, so wird, wegen ¢ > 0, dieser Summand negativ oder
gleich 0. Der Wert ist also maximal, wenn cy = 0 gewdhlt wird, cp ergibt sich dann mit
(3.3.16) entsprechend. Damit ist die Riickrichtung bewiesen.

Ist andererseits eine Komponente von d% —dgA;lAN grofer als 0, so erhélt man, wenn
man diese Komponent gleich einem e grofer als 0 wihlt, einen gréferen Wert. Wegen der
Stetigkeit der Berechnung von c¢g mit (3.3.16) konnen wir € so klein wihlen, dass auch
noch cp > 0 gilt. Der Vektor ¢ mit ¢y = 0 kann also nicht optimal sein. O

Somit muss statt der Losung des Optimierungsproblems nur noch die Bedingung
(3.3.15) getestet werden. Ein Problem dabei ist noch die notwendige Inversion der Ma-
trix Ap. Wir betrachten dafiir (3.2.12) und stellen fest, dass in unserem Fall die Spalten
der Matrix A alle moglichen n-dimensionalen Vektoren mit genau zwei Einsen und sonst
Nullen sind. Wir konnen also jede dieser Spalten mit einer Kante von K, identifizieren.
Tatséchlich besteht fiir einen gegebenen Graphen G mit n Kanten, von dem wir testen
wollen, ob er optimal ist, die Matrix Ap aus Lemma 3.3.1 mit dieser Identifikation aus
den Kanten von GG. So ist Ap also die Ecken-Kanten-Inzidenzmatrix von G, das heifst die
Spalten entsprechen den Kanten, die Zeilen den Ecken, und eine Eins an der Stelle (i, j)
gibt an, dass die Ecke ¢ in der Kante j liegt. Das Inverse einer solchen Matrix kann man
aber leicht explizit angeben:

Lemma 3.3.2
(i) Die Ecken-Kanten-Inzidenzmatrix A eines Zyklus ungerader Lange n ist invertier-
bar und es gilt

-1

0... 01 1 1 -1... 1 -1
1 1 0... 00 -11 1...-11
1...0 0 1 1 -11... 1 -1
Al = . o =—1 . . . . . | =B.
. . . P . 2 . . . .ol .
0 0 0...1T 0 -11-1... 1 1
0O 0 0... 11 1 -11...-11
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3. Tight-Spans

(i) Sei A € RM=Dx(=1) eine invertierbare Matrix. Dann ist auch die Matrix

< 0 A ?) invertierbar und es gilt

... 0
-1
A e; . A1 —qQy
0...0[1 0...0 1 )’
wobei o € R*~! die i-te Spalte von A~ bezeichnet.

Beweis.

(i) Wir bezeichnen die i-te Zeile von A mit a; € R” und die i-te Spalte von B mit «; €
R™. Entscheidend ist nun die Beobachtung, dass in «; genau dann zwei benachbarte
Komponenten (Damit meinen wir entweder die k-te und die (k + 1)-te oder die
letzte und die erste.) gleich 1 sind, wenn dies die Komponenten von a; sind, die
gleich 1 sind. Somit gilt a] @; = 1. Andere benachbarte Komponenten in a; haben
verschiedene Vorzeichen, sodass aZTaj =0 fiir 4 # j. Somit gilt B = AL

(ii) Nach Definition von «; gilt Ac; = e;. Wir bezeichnen die n x n-Einheitsmatrix mit
FE,, und rechnen

A e . Al ‘—ai . En_q ‘—Aai-l-ei - B
= = E,.
0...01 0...0 1 0...0 1

Da nach Satz 3.2.3 ein optimaler Graph G keine geraden Zyklen enthalten darf, be-
steht jede Zusammenhangskomponente von G aus einem ungeraden Zyklus und weiteren
Kanten, die sich mit Teil (ii) des Lemmas anhéngen lassen. Somit kénnen wir direkt an
G das Inverse unserer Matrix Ap ablesen.

O

Wir haben also nun den Test, ob ein Graph G optimal ist, stark vereinfacht. Eine
weitere Vereinfachung kann man noch dadurch erhalten, dass man frithzeitig Graphen
aussortiert, die gerade Zyklen enthalten.

Der angegebene Algorithmus berechnet uns nun also zu einer gegebenen generischen
Metrik die Simplexe maximaler Dimension der entsprechenden Triangulierung des Hyper-
simplex. Indem man einfach alle Seiten der Simplexe der Triangulierung sammelt (und
doppelte 16scht), bekommt man die komplette Triangulierung und kann auch den F-
Vektor des Tight-Spans berechnen.

Man kann den Algorithmus auferdem so modifizieren, dass er auch fiir nicht generische
Metriken funktioniert. Dafiir muss man sich zusétzlich diejenigen Komoponenten mer-
ken, bei denen in (3.3.15) Gleichheit gilt, und die entsprechenden Ecken zum Simplex
dazunehmen um ein Polytop der Unterteilung zubekommen. Damit bekommt man die
zur Metrik gehorende polytopale Unterteilung des Hypersimplex. Eine Berechnung des
F-Vektors ist jedoch in diesem Fall nicht so leicht mdglich.

Der Algorithmus wurde vom Autor implementiert und unter anderem zur Berechnung
der F'-Vektoren von d”. in Tabelle 4.2 verwendet.

min
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4. Obere und untere Schranken fiir den
F-Vektor von Tight-Spans generischer
Metriken

4.1. Obere Schranke

Satz 4.1.1
Fiir den F- und den H-Vektor F(n) und H(n) des Tight-Spans einer Metrik d auf n
Punkten gilt

Hi(n) < (%) und F(n) < 2"—2i—1%(n;¢).

Fiir den F-Vektor gilt auferdem die Rekursion

Fi(n) <2Fi(n—1)+ Fi_1(n — 2).

n| m| R| B RB| A| B| R| R|K|R
4 8 8 1

5 16 21 5

6 32 48 18 1

7 64 112 56 7

8 128 256 160 32 1

9 256 576 432 120 9

10 512 1280 1120 400 50 1

11 1024 2816 2816 1232 220 11

12 2048 6144 6912 3584 840 72 1

13 4096 13312 16640 9984 2912 364 13

14 8192 28672 39424 26880 9408 1568 98 1

15 16384 | 61440 92160 70400 28800 6048 560 15

16 32768 | 131072 212992 180224 84480 21504 2688 128 1

17 65536 | 278528 | 487424 | 452608 | 239360 71808 | 11424 | 816 17

18 || 131072 | 589824 | 1105920 | 1118208 | 658944 | 228096 | 44352 | 4320 | 162 1

Tabelle 4.1.: F-Vektor der Metrik d”

nax auf n Punkten und somit obere Schranke.
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4. Obere und untere Schranken fiir den F'-Vektor von Tight-Spans generischer Metriken

Beweis. Wir beweisen zuerst die Schranke fiir den H-Vektor. Die Werte beziehen sich
auf den Tight-Span, fiir die entsprechenden Triangulierungen des Hypersimplex méchten
wir also fiir den Maximalfall zeigen, dass H; = (4;) — nd;1 gilt (vergleiche die Dis-
kussion in Abschnitt 3.1). Dafiir benutzen wir die in Abschnitt 2.1 entwickelte Theorie
iiber Triangulierungen, die auf den Hypersimplex A(n,2) angewendet werden kann. Die
Aussage gilt dann auch fiir nicht generische Metriken, da beliebige Unterteilungen zu
Triangulierungen verfeinert werden kénnen.

Wir beweisen diese Aussage durch Induktion iiber n. Fiir n < 4 ist die Behauptung klar,
denn dort gibt es (bis auf Symmetrien) genau eine Moglichkeit fiir eine Triangulierung
von A(n,2); diese erreicht die obere Schranke. (Fiir n = 4 betrachte dazu Abbildung
2.1.) Fiir n > 4 betrachteten wir zunéchst Satz 3.2.7. Dieser sagt uns, dass es in Ay
keine inneren Simplexe der Dimension kleiner |—%-| — 1 gibt und beweist aufferdem die
Behauptung fiir i = (n—1)—([2] —1) = | 2] (denn es gilt HL%J (Ag) = FL%J (Ag)) . Dies
zeigt auch die Behauptung fiir ¢ > L%J und erlaubt uns das Benutzen von Korollar 2.1.4
fiir ¢ < L%J . Wir nehmen an, dass fiir unsere Metrik jeder F-Vektor des Randes maximal
ist. Insbesondere sind sie fiir feste Kardinalitit gleich und wir kénnen den zweiten Teil

von Korollar 3.1.7 benutzen.

Zuerst zeigen wir die beiden Hilfshehauptungen

YD) (5 ) (e~ k) =6y und (4.1.1)

MDY (B (Gphy) =0, falls 1> und n > 2i. (4.1.2)

Fiir 4 = 0 ist (4.1.1) trivial und fiir 7 > 0 ergibt sich

D EDTER)GE) =Ry = D0 (TR (E) (= k) = 6 (1) () (§)n
k=1 k=i—1

= Z(Tzl) (—1)i_k(kfn(i1)) + d0iamn

k=i—1
n—(i—1) '
=—i(7) > (=DF"7) +6ian
k=0
= (52"177/.

Dabei wurde bei der letzten Gleichheit die Tatsache

n

Z(—l)k(m = o,k (4.1.3)

k=0

benutzt.
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4.1. Obere Schranke

Um (4.1.2) zu beweisen rechnen wir

S EDTE N Gay) = (1) (G62) Do (=Dr=r (2
k=l k=l
-1
== (1) (o) D_o(=DF(m 3+
k=0
n—2i+1
=—(D)(o6) (—1)k(m3)
k=0
=0,

wobei die vorletzte Gleichheit aus n —2i+1 < n —2l+1 =n — [ folgt, und die letzte aus
(4.1.3) und der Tatsache, dass n — 27 4+ [ = 0 nicht vorkommen kann, da n > 2i.

Mit Hilfe dieser Gleichungen kénnen wir nun den Induktionsschritt fiir den H-Vektor
machen:

n  min(k,i)

i Kor 3172 Z l k— 1 (If)Hi—l(n_k')
k=1 1=0

n min(k,i) n
et > X U () - N O (E) e b
k=1
e ZZ(_l)l_k_l(z)(]f)(;zj)) ( 1)0_1(271;%))_715@1
1=0 k=1

(412) (5‘2) R URE

Damit ist die Behauptung fiir den H-Vektor bewiesen. Da der F-Vektor genau dann
maximal wird, wenn der H-Vektor maximal ist, rechnen wir den zum maximalen H-
Vektor gehorenden F-Vektor aus (direkt fiir den Tight-Span). Wir berechnen zuerst

(D) = () (51 + (52) + (5

) (414
SO+ EIHEDED D @
und beweisen dann die Rekursionsformel
Ry = 3 () =30 ()(3)
LIS () + (52 + S (E) + (D) (5)
= SOED +E S (@A) 03
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4. Obere und untere Schranken fiir den F'-Vektor von Tight-Spans generischer Metriken

- anww%>+<zf>>+f_ (:20)(")
- 2§(Z)Hg(n—1)+ ii (7)) Hi 1(n—2)

= 2Fi(n—1)+ F;i_1(n —2).
Mit Induktion kénnen wir nun auch zeigen, dass

Fi(n) = 2F(n—1)+F;_1(n—2)
MdeV. gp_2i_1 7 —1 1 n—2i-1_N—2 .
P 2n I3 n 1 1 2 .
n—l—i( % )+ n—l—i( 271)
gn—2i-1 (n—2—1)! (

(= 20)1 (n—1)(n—2i) + (n - 2)Z,>

~

=n(n—i—1)
—  gn-2i-1 . 71 i (")

gilt. Damit ist auch die Schranke fiir den F-Vektor bewiesen. O

Man bekommt also eine sehr einfache obere Schranke fiir den H-Vektor, und auch die
Schranke fiir den F-Vektor kann sehr leicht berechnet werden. In Tabelle 4.1 sind die
Schranken fiir den F-Vektor bis n = 18 angegeben.

Abbildung 4.1.: Darstellung des Tight-Spans von dp, .. fiir n = 5.

max
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4.1. Obere Schranke

4.1.1. Eine Metrik fiir die obere Schranke

Wir definieren eine Metrik d. : ([g]) — Ry auf n Punkten durch

max *°
1
dp =14 " 4.1.

In Abbildung 4.2 ist eine kombinatorische Darstellung der Tight-Spans dieser Metrik
mit n = 5 und n = 6 zu sehen. Abbildung 4.1 zeigt eine weitere Darstellung von d> . .
in der auch die metrischen Eigenschaften beriicksichtigt sind (vergleiche dazu auch die
Anmerkungen zu den Abbildungen in Kapitel 1). An den mit x markierten Stellen sind
jeweils zwei Punkte des Tight-Spans so nahe beieinander, dass nur einer zu sehen ist.

Die F-Vektoren von d}} .. bis n = 18 kann man aus Tabelle 4.1 entnehmen. Wir werden

nun zeigen, dass mit dJ ... die oben bewiesene obere Schranke erreicht wird.

Satz 4.1.2

Fiir alle n ist d?

o generisch.

Beweis. Nach Satz 3.2.3 geniigt es zu zeigen, dass kein beziiglich d7 ... optimaler Graph
einen geraden Zyklus enthilt. Gébe es einen solchen Graphen G mit einem Zyklus

(11,42, ..,%9p,11), konnten wir G in die Mengen A = {(’il, i9), (13,94)s - -, (ign_l,’ign)}
und B = {(iQ, ig), ey (Z'Qn,Q, ignfl), (ign, 21)} aufteilen. Es miisste dann
> du= > du (4.1.7)
(k0)eA (k.)eB
gelten.

Wire ndmlich eine der beiden Seiten gréfser als die andere, konnte man durch Erhéhen
jedes Summanden der groferen Summe und Verkleinern jedes Summanden der kleineren
Summe um ein geniigend kleines € ein ¢ bekommen, das (3.2.12) erfiillt und fiir das
dTd > G"d gilt, was ein Widerspruch zur Optimalitit von G wiire. Die Gleichung (4.1.7)
kann aber nicht gelten, da die d;; linear unabhéngig iiber Q sind. O

Um zu zeigen, dass unsere Metrik dI,.. tatséchlich die obere Schranke erreicht, bewei-

sen wir zuerst ein Lemma:

Lemma 4.1.3
Fiirn >4 und 1 <i<j <k <[ <n gelten die folgenden Gleichungen:

max

Ui (45.7) = dimax (i, k) < dinax(5,1) = dinax

(1)

max

i (05 1) = dipax (i k) < difa (5,1) = diax (4, F)-
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4. Obere und untere Schranken fiir den F-Vektor von Tight-Spans generischer Metriken

Abbildung 4.2.: Kombinatorische Darstellung der Tight-Spans von dpyax fiir n = 5, 6.
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4.1. Obere Schranke

Beweis. Zuerst berechnen wir

& (i) — dn (ik):nQ-l—m'-l—k—nQ—m'—j _ k—3j

maxan maxa (n? +ni+j)(n?+ni+k) (n?2 +ni+j)(n?®+ni+k)
Skr;lj und

&Gl — d (kl):nQ-l-nk-l—l—nQ—nj—l _ n(k —7j)

max s max A (n?2+nj+1)(n?+nk+1) (n?2+nj+1)(n?+ni+1)

nk—j) _k—j
= (2n2)(2n2)  4n3

Da nach Voraussetzung n > 4 gilt, folgt (i).

Fiir die zweite Behauptung schreiben wir

i) = i) = St bl omi 2L e
A e (n? +ni +1)(n® +ni + k) (n® + ni +1)(n? + ni + k)
und
n’+nj+k-—n>—nj—I k—1

dar . (4,1) —dr. (4, k) = - - = - - .
max(J> 1) = dimax (J: F) (n?2 +nj +1)(n? +nj + k) (n?+nj+1)(n?>+nj +k)

Wegen i < j und k < [ folgt auch (ii). O

mn

N ax tatsdchlich eine obere Schran-

Mit Hilfe dieses Lemmas wollen wir nun zeigen, dass d

ke ist. Wir untersuchen dafiir die Struktur von d7},.:

Satz 4.1.4
Fiir die Metrik dy,.. gilt

(i) Ist n gerade, so gibt es in Agn_ genau einen Simplex der Dimension %-1.

.. . . . . . 1
(ii) Ist n ungerade, so gibt es in Agn  genau n Simplexe der Dimension "3~

mn

N ax auf eine

(iii) Die Eigenschaften (i) und (ii) gelten auch fiir jede Einschrinkung von d
m-elementige Teilmenge S von [n].

(iv) Fiir festes m < n und jede Einschrinkung d' von d7.. auf eine m-elementige
Teilmenge S von [n] hat Ay den gleichen F-Vektor.

Beweis. Wir beweisen direkt (iii) und nehmen m > 4 an, fiir m < 4 ist die Aussage klar.
Dass es hochstens so viele Simplexe der entsprechenden Dimension geben kann, folgt
aus Satz 3.2.7. Wir ordnen die Elemente von S der Grofe nach und bezeichnen sie mit
01,92, ..., 0m. Auberdem sei d;, der Abstand d7} . (i;,i) vom j-ten zum k-ten Element.

Sei nun zunédchst m ungerade. Wir zeigen, dass es einen Zyklus C' der Linge m gibt,
der alle Punkte aus S trifft und optimal ist. Dann kénnen wir auf m Arten mT‘H Kanten
aus C auswéhlen und erhalten m aufspannende Teilgraphen, die m inneren Simplexen

m—1

der Dimension 5= entsprechen.
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i is5

i4H

Abbildung 4.3.: Die Graphen H (m = 8) und C (m =9) aus dem Beweis von Satz 4.1.4.

Wir méchten zeigen, dass der Zyklus C' = (i1, imt1 1,02, 9me1 o,y im=1,ln, ims1, %)
2 2 2 2
(siehe Abbildung 4.3) die gewiinschte Eigenschaft hat. Wir benutzen dafiir Satz 3.2.9 und
unterscheiden beziiglich des Paares (i;,4)) ¢ C vier Fille:

(i) j <1< mid

Es ist zu zeigen:

—

3

P Jj—1
dﬂ < (dk,m;1+k __dk+1ﬂn;1+k) +‘dlﬂn;1 —-jz: (dkﬂn;1+k _'dk+1ﬂ”;1+k>'
k=l k=1
(4.1.8)
Dafiir schreiben wir
m—1 .
2 Jj—1
k=l k=1

Fiir den ersten Teil der Summe gilt wegen j < k <k +1< mTH + k nach Lemma
4.1.3 (i) die Ungleichung

djk = djr1 < dk,—m;1+k - dk+1,—m2+1+kv

und im zweiten Teil wegen k < k+1 < ZH < mtL 4 k nach Lemma 4.1.3 (i) die
Ungleichung

dyme1r — dy g met > dy met = Ay mis g

Hieraus folgt nun (4.1.8).
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(i)

(iii)

4.1. Obere Schranke

ml<j<l

Es ist zu zeigen:

m—1 Jj—1
djl < Z (dk_mgl’k - dk—mgl,k—l—l) + dm;—l’m - Z (dk_mQ—I’k — dk—mgl,k—l—l) .
k=l e mtl

(4.1.9)

Dafiir schreiben wir

m—1 i1
dji = dms1 ) = ik = djger) = Y (drm — digim)
h=l k=

Fiir den ersten Teil der Summe gilt wegen k — mT_l <j <k <k+1nach Lemma
4.1.3 (ii) die Ungleichung

djk = djpt1 < dk—mT_l,k - dk—mT“,kJrlv

und im zweiten Teil wegen k — mT_l <k <k+1<mnach Lemma 4.1.3 (i) die
Ungleichung

deom = diy1,m 2> dk—mT—l,k - dk—mT“,kH-
Hieraus folgt nun (4.1.9).

j<il—mal «mil g

Es ist zu zeigen:

(s
dji < (dk,mT“Jrk - dk+1,mT+1+k> td_mp1 ). (4.1.10)
k=j
Dafiir schreiben wir
_m+3
2
djt = dp_mer ;= Y (dig — 1) -
k=j

Hier gilt wegen k < k+1 < mT'H + k <l nach Lemma 4.1.3 (ii) die Ungleichung
iy = digr) S dy mas g = dy g mi g

Hieraus folgt nun (4.1.10).
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: 1 _ 1 m—1 - 1
(iv) -2t <j<mpl ol <)<+

Es ist zu zeigen:

j+2s2
dy < (P R R (4.1.11)
k=l
Dafiir schreiben wir
j+2s2
djt = dj; mos = Z (djk — djk+1) -
k=l

Hier gilt wegen k — -1 < j <k < k + 1 nach Lemma 4.1.3 (ii) die Ungleichung
djk — djk+1 < dkfmT’l,k - dkfmT*l,kH-
Hieraus folgt nun (4.1.11).

Damit ist der Fall m ungerade bewiesen.

Im Fall m gerade zeigen wir, dass der Graph H, der aus dem Zyklus (i1, ’L’%+2, 19, i%”,
I R A% i%,il) und der Kante (i, i%+1) besteht (siehe Abbildung 4.3), optimal ist.
Der Graph H hat den aufspannenden Teilgraphen {(ig, ik+%) |1 <k < 3}, welcher aus

% Kanten besteht und somit einem inneren Simplex der Dimension % — 1 entspricht.

Der Beweis verlduft im Wesentlichen analog zum Fall m ungerade, es muss nur der Son-
derfall der Kante (i%ﬂ,ij) betrachtet werden. Wir unterscheiden also zwei zusédtzliche
Falle:

1) j<m+1

Es ist zu zeigen:

-1
djmyy <dymypg =Y (dk,k+%+1 - dk+1,k+%+1) - (4.1.12)
k=1
Dafiir schreiben wir
i1
dijpyr —digir == (dk,%ﬂ - dk+1,%+1> :
k=1

Hier gilt wegen k < k+1 < T +1 < k+ % +1 nach Lemma 4.1.3 (ii) die Ungleichung

dgmpr — dppr,mp 2 di gy iy — diy 4.

Hieraus folgt nun (4.1.12).
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(i) F+1<y
Es ist zu zeigen:

1
j < (dkf%,k - dkf%,kJrl) +don gy —dym 4 dymyg. (4.1.13)
J

3

),

d%ﬂ

B
Il

Dafiir schreiben wir

m—1

dmyyj—dymi = Z (d%-i—l,k - d%+1,k+1) +dm gy —dimyy.
k=j

Hier gilt wegen &k — % < % +1 < k < k+ 1 nach Lemma 4.1.3 (ii) die Ungleichung
dojprp —doyy g Sdpm g —dp_m g,
und wegen 1 < % < 2 + 1 < m aukerdem nach Lemma 4.1.3 (i) die Ungleichung
doyim —dimgpy <dm g —dym.
Hieraus folgt nun (4.1.13).

Die Behauptung (iv) ergibt sich mit Induktion aus Teil (iii) und Korollar 2.1.4. 0

Korollar 4.1.5
Die Metrik d™

n ax erreicht die obere Schranke aus Satz 4.1.1.

Beweis. Dies ergibt sich aus dem Beweis von Satz 4.1.1, da wir dort als obere Schranke
den F-Vektor eines Tight-Spans berechnet haben, der den Bedingungen (iii) und (iv) aus
Satz 4.1.4 geniigt. O

4.2. Untere Schranke

Nach [Dev04, Theorem 3.1] hat der Tight-Span einer generischen Metrik mindestens

Dimension {%] Fiir die Mindestanzahl von Seiten dieser Dimension konnen wir hier

Folgendes zeigen:

Satz 4.2.1
Sei d eine generische Metrik auf n Punkten. Dann hat der Tight-Span von d mindestens

n

Dimension {g] In diesem Fall gilt

n-3¥24+3% n=3kkeN
12 3k-1 n=3k+1;keN.
5. 3k=1 n=3k+2;keN
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4. Obere und untere Schranken fiir den F'-Vektor von Tight-Spans generischer Metriken

Beweis. Sei ¢ das Maximum der Aufgabe (3.2.12) fiir w = (1,...,1) und G der zugehdorige
optimale Graph nach Satz 3.2.5. Nach Lemma 3.2.11 mit B = 1 besteht G nur aus isolier-
ten Kanten und ungeraden Zyklen. Um die kleinstmdgliche Dimension im Tight-Span zu
bekommen, miissen wir den gréfsten minimalen aufspannenden Teilgraphen finden. Ein
(ungerader) Zyklus der Linge k hat einen aufspannenden Teilgraphen der Lange %
Der groftmogliche aufspannende Teilgraph ergibt sich also bei mdoglichst vielen Zyklen

der Linge 3. Somit finden wir auf jeden Fall Teilgraphen der Grofe [%"J, was der Di-

mension |—§-| im Tight-Span entspricht. Da es fiir jeden Zyklus der Linge 3 drei mdgliche
aufspannende Teilgraphen gibt, erhalten wir im Fall n = 3k insgesamt 3* Simplexe, in

den beiden anderen Féllen jeweils 3*~'. Der Fall n = 3k + 1 ist somit bewiesen.

Im Fall n = 3k betrachten wir analog Aufgabe (3.2.12) mit w = (3,1,...,1). Wir
bekommen wieder einen optimalen Graphen und benutzen Lemma 3.2.11 mit B = 3. Im
ersten der dort beschriebenen Fille hitte unser Graph maximal 3 (aus der Zusammen-
hangskomponente der Ecke 1) plus 2(k — 2) (aus den 3-Zyklen und isolierten Kanten im
Rest), also zusammen 2k — 1 < 2?" Kanten, was nicht sein kann, da wir voraussetzen,
dass es keinen so kleinen inneren Simplex gibt. Also muss der zweite in Lemma 3.2.11
beschriebene Fall eintreten. Hier enthélt ein aufspannender Teilgraph im maximalen Fall
(das heikt wir wihlen wieder 3-Zyklen) 3 (Zusammenhangskomponente der Ecke 1) plus
2k — 3, also insgesamt 27" Kanten. Da wir wieder in jedem 3-Zyklus drei aufspannende
Teilgraphen auswihlen kénnen, bekommen wir so 3¥~2 neue Graphen der gewiinschten
Grofse. Da sie eine Ecke vom Grad 3 enthalten, sind sie von den obigen verschieden. Wie-
derholung dieser Argumentation fiir alle n Ecken ergibt insgesamt n - 3¥=2 zustzliche
Graphen und somit die Behauptung fiir n = 3k.

Nun ist noch der Fall n = 3k + 2 zu betrachten. Hierzu seien 7 und k die beiden Ecken,
die im Graphen G in keinem der 3-Zyklen liegen. Wir argumentieren nun analog wie
oben, wobei wir diesmal als w den Vektor wihlen, dessen j-te Komponente gleich Zwei ist
und die restlichen gleich Eins. Der erste Fall in Lemma 3.2.11 ist wieder ausgeschlossen,
da wir hier maximal 2 + 2(k — 1) = 2k < L%”J Kanten im grofiten aufspannenden
Teilgraphen haben konnen. Somit tritt wieder der zweite Fall ein und wir bekommen
maximal 3+ 2(k —1) =2k +1 = [%"J Kanten. Da die Ecken hier Grad 2 haben, was
oben nicht der Fall ist, bekommen wir 3*~! zus#tzliche Seiten der maximalen Dimension.
Analoge Argumentation fiir £ anstelle von j liefert den Rest der Behauptung. O

4.2.1. Eine Metrik fiir die untere Schranke

Auch fiir die untere Schranke werden wir nun eine Metrik angeben. Zuerst definieren wir
allgemeiner eine Metrik zu einem Graphen:

Definition 4.2.2 Sei G ein Graph mit n Punkten. Die Metrik dg : ([g}) — Ryg ist
dann defniniert durch

o 2; falls (z,7) € G
dG(Zaj) = { ( j) .

1+ sonst

1 .
n?+in+j’
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4.2. Untere Schranke

Die Werte dg(7,7) fiir (7,7) ¢ G konnen auch anders gewéhlt werden. Wichtig ist nur,
dass diese Werte alle linear unabhéngig iiber Q sind (damit die Metrik generisch wird)
und, dass 1 < dg(i,j) <1+ # gilt. Sei nun n gegeben und G7..  definiert durch

min
JztflJ; n=30,1
J:LTlJundi,j<n; n=32

22

~.
[y
.

| w

—
.
| w

(i,j)GG:@{b

w‘

1 n R
Wir setzen dann d), := dgn

min

AN

Abbildung 4.4.: Die Graphen Gny;y, fiir n =6,7,8.

Die Metrik d} ;,, besteht also aus L%J Dreiecken, deren Punkte untereinander Abstand 2
haben (siehe Abbildung 4.4), und im Ubrigen gilt d”; (i,7) = d™,.(i, 7). Im Wesentlichen

entspricht d. der in [Dev04] angegebenen Metrik fiir die untere Schranke.

Im oberen Teil von Abbildung 4.5 ist eine Darstellung des Tight-Spans von dfnin zu
sehen, die versucht die metrischen Eigenschaften zu beriicksichtigen. Die beiden * deuten
an, dass an diesen Stellen eigentlich vier Punkte des Tight-Spans sind, diese aber so nahe
beieinander sind, dass nur einer zu sehen ist. Im unteren Teil der Abbildung ist eine
Darstellung der Kombinatorik von d8. zu sehen. Die kombinatorische Darstellung von
d> . ist die gleiche wie jene von d2 . in Abbildung 4.2. (Zu den Abbildungen beachte
auch die Anmerkungen in Kapitel 1.)

In Tabelle 4.2 wurde der F-Vektor fiir d*. bis n = 19 berechnet. Wir werden nun

min
zeigen, dass diese Metrik die oben bewiesene untere Schranke erreicht.

Satz 4.2.3
Fiir alle n ist d,; generisch.

Beweis. Der Beweis geht fast analog wie der fiir d}},, in Satz 4.1.2. Es muss lediglich
beachtet werden, dass zunéchst nur folgt, dass in (4.1.7) nur Summanden aus Dreiecken
vorkommen kénnen. Da aus solchen jedoch kein gerader Zyklus gebildet werden kann,

folgt die Behauptung. O

Satz 4.2.4

Die untere Schranke in Satz 4.2.1 wird durch d\.. erreicht.
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mn
min

Abbildung 4.5.: Darstellung der Tight-Spans von d. fiir n = 5, 6.
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4.2. Untere Schranke

Beweis. Es muss gezeigt werden, dass der Tight-Span von d.. tatséchlich nur die ge-
forderte Anzahl von Seiten der Dimension k = {3] besitzt. Diese Seiten entsprechen
Simplexen der Dimension (n — 1) — [%] = L%"J — 1, also optimale Graphen mit [%"J

Kanten.

Sei ein optimaler Graph G mit [ J Kanten gegeben. Wir bezeichen mit a; die Anzahl
der Dreiecke von d; , in denen genau ¢ Kanten von G liegen. Es gilt dann n = 3(ag+a; +
as+ag)+(n mod 3) und wir haben a1 4 2as+3a3 Kanten innerhalb von Dreiecken. Da G
aufspannend sein soll, miissen noch von mindestens a1 + 3ag Ecken in solchen Dreiecken
Kanten ausgehen. Wir werden im Folgenden zuerst zeigen, dass nicht zwei dieser Kanten

iibereinstimmen konnen, und anschliefend, dass ag = a3 = 0 gilt.

Sei also ohne Einschrinkung (1,4) eine Kante zwischen den beiden Dreiecken {1,2, 3}
und {4,5,6}. Dann gibt es eine Kante (2,7), die von der Ecke 2 ausgeht. Es folgt nun
sofort, dass i € {1,3,4}, denn sonst kénnten wir (1,4) und (2,7) in G durch (1,2)
und (4,1) ersetzen (siehe Abbildung 4.6, die diinnen Striche entsprechen den Dreiecken,
die dicken dem Graphen) und erhielten einen Widerspruch zu Satz 3.2.1, da wir G als
optimal angenomen haben und fiir den neuen Graphen G’ der Wert G'Td™. ~eriRer ist.
Analoge Argumentation ergibt nun dass G auch aus den Megen {(3,1),(3,2),(3,4)},
{(5,4),(5,6),(5,1)} und {(6,4), ,(6,1)} Jewells eine Kante enthalten muss.

2

-7

Abbildung 4.6.

Sei zuerst ¢ = 3, enthalte G also die Kante (2, 3). Dann kann G weder (6, 1) noch (5, 6)
enthalten, denn ansonsten kdnnten die in Abbildung 4.7 beschriebenen Ersetzungen vor-
genommen werden. (Dabei deuten die getrichelten Linien an, dass diese Kanten Gewicht
1 bekommen.) Somit enthiilt G die Kante (6,4) und analog die Kante (5,4), was aber
nicht sein kann, da wir angenommen hatten, dass die Dreiecke zu ag oder a; gehoren.

1 2 1 2 1 2 1 2
4 ‘: 4 4 |: 4
3 3 3
6 SAG 5 6 5&6

Abbildung 4.7.
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Sein nun 7 = 4, also die Kante (2,4) in G enthalten. Auch in diesem Fall konnen wir
wieder sehen (Abbildung 4.8), dass (6, 1) und (5,6) nicht in G enthalten sein konnen und
erhalten wie im Fall 4 = 3 einen Widerspruch.

Abbildung 4.8.

Somit ist die Kante (1,2) in G enthalten. Ersetzen wir in dieser Argumentation jeweils
die Ecke 2 durch die Ecke 3, sehen wir aber, dass auch die Kante (1,3) in G enthalten
ist, was wiederum im Widerspruch zu unserer Annahme zu einem Dreieck der Sorte aq
(oder ag) fiihrt.

Insgesamt bekommen wir nun also genau
(a1 + 2(12 + 3(13) + (a1 + 3a0) = 3&0 + 2&1 + 2&2 + 3&3 (4.2.14)

Kanten, die Punkte in Dreiecken beinhalten. Im Fall n =3 0, 1 sind dies alle Kanten, und
es gilt | 2| = 2(ag + a1 + az + a3). Da wir | 22| Kanten haben, folgt daraus mit (4.2.14)
apg — as = 0.

Ist » =3 2, so ist L%"J = 2(ap + a1 + as + a3z) + 1 und fiir die Anzahl der Kanten

gibt es zwei Fille, abhéngig davon, ob die beiden Ecken, die in keinem Dreieck liegen,
durch eine Kante verbunden sind, oder nicht. Sind sie verbunden, gibt es insgesamt
3ag + 2a1 + 2a9 + 3as + 1 Kanten, und es folgt wieder ag = a3 = 0. Sind sie dies nicht,
miisste ag + ag = 1 gelten. Wir zeigen, dass dieser Fall nicht auftreten kann.

-2 7.7
[ ] E

Abbildung 4.9.

Aus Abbildung 4.9 kénnen wir zunéchst entnehmen, dass ag = 0 gilt, denn sonst
ist eine der beiden gezeigten Modifikationen mdoglich, die wieder der Optimalitit von G
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4.2. Untere Schranke

widersprichen. Ist hingegen a3 = 1, so kann man den Untergraphen G’ von G betrachten,
der durch Entfernung der Ecken aus dem Dreieck mit den drei Kanten besteht. Fiir diesen
gilt dann ap = a3 = 0 und er hitte einerseits [%"J —3 = 2(a1+a2)—1 Kanten, andererseits
aber nach (4.2.14) hiochstens 2a; + 2a9, was nicht sein kann.

Es gilt also in jedem Fall ag = a3 = 0 und wir werden jetzt sehen, dass aufserdem
a1 < 2 gelten muss. Wére némlich aq > 2, so tritt einer der beiden Fille in Abbildung
4.10 auf, und wir konnen wie dort gezeigt modifizieren. Im ersten Fall ist wieder klar, dass
so ein Widerspruch zur Minimalitiat von G entsteht. Fiir den zweiten Fall nehmen wir
ohne Einschrinkung an, dass die Ecken im unteren Dreieck niedrigere Nummern haben.
Wir bezeichnen die unterste Ecke mit 7, die Ecken im oberen Dreieck mit 71, j2, 73 und
die im unteren Dreieck mit ki, ko, k3. Damit bekommen wir auf der linken Seite

242+ dnmln(zajb’) + dnmin(ia k3)
und auf der rechten
1
I+1+1+1+ 5 ( Tr;lin(iakQ) + d&in(iﬂ kl)) + d&in(iak?))'

Um zu sehen, dass die Summe der rechten Seite grofer ist, miissen wir d'; (i,73) <
2 (drin (3, ko) + d (4, k1)) zeigen. Dies folgt aber aus jz > k1, ko und der Tatsache, dass

min min
unsere Metrik so definiert ist, dass d;, (4,1) < dl';. (4, k) gilt, falls j < k£ und keine zwei
dieser drei Punkte in einem Dreieck liegen.

J2 7 Jo

kl j3 kl

*—e

Abbildung 4.10.

Wir wissen also nun, dass entweder a; = 0 und ay = k oder a1 = 1 und ay = k—1 gilt.
Um den Satz zu beweisen, betrachten wir nun getrennt die folgenden drei Méglichkeiten:

e n =3 0: Im Fall as = £k und a; = 0 gibt es keine Kanten zwischen den Dreiecken und
wir konnen in jedem Dreieck jeweils zwei Kanten auswéhlen, erhalten insgesamt also
3k mogliche Graphen. Wenn a; = 1 und ag = k—1, gibt es eine Kante zwischen dem
Dreieck mit nur einer Kante in G und einer Ecke eines anderen Dreiecks. Diese FEcke
hat dann Grad 3, sonst kann G, wie im linken Teil von Abbildung 4.11 zu sehen
ist (Dabei hat die dicke Kante das Gewicht %), nicht optimal sein. Fiir jede solche
Ecke kann es aber nur einen optimalen Graphen geben, denn sonst gibt es eine

der Kanten E zu einer Ecke aus einem anderen Dreieck, deren Wert in d},  grofer
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ist als der aller anderen solcher Kanten. In diesem Fall konnte man aber, wie im
rechten Teil von Abbildung 4.11 gezeigt, fiir jede andere Kante einen Widerspruch
zur Optimalitédt herleiten. Da wir in allen aufer diesen beiden Dreiecken wieder
zwei Kanten auswihlen kénnen, kommen somit noch (maximal) n - 3*~2 Graphen
dazu, was genau die Behauptung liefert.

~ a4
1~

Abbildung 4.11.

n =3 1: Hier sieht man zusétzlich sofort, dass a; = 1 gilt, da eine Kante zu der Ecke
fiihren muss, die in keinem Dreieck enthalten ist. Zusétzlich erkennt man, dass in
jedem optimalen Graphen diese Kante die gleiche ist, denn ansonsten kénnte man
wieder wie im rechten Teil von Abbildung 4.11 vorgehen. Da man in jedem Dreieck
der Form as wieder zwei Kanten auswithlen kann, kommen noch insgesamt 3%~!
Simplexe dazu.

—~\
&,ZI
-_,

I

Abbildung 4.12.

n =3 2: Hier muss man wieder beide Falle betrachten. Im ersten bekommt man
3% mogliche Graphen. Im Fall a; = 1 kénnen wir hier jedoch mit Abbildung 4.12
sehen, dass die Kante, die aus dem Dreieck mit nur einen inneren Kante kommt,
nicht zu einem anderen Dreieck fiihren kann. Sie muss also zu einer der beiden Ecken
aufkerhalb der Dreiecke fithren, und es ist wieder klar, dass es fiir jede dieser Ecken
nur wieder eine andere Ecke geben kann, zu der eine Kante in einem optimalen
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Graphen fiihrt. Also kommen 2- 3%~ Moglichkeiten dazu und in der Summe ergibt
sich genau der gewiinschte Wert.

Damit ist der Beweis vollstindig. O

Es bleibt hier noch die Frage nach einer unteren Schranke fiir alle Komponenten des
F-Vektors einer generischen Metrik offen. Natiirlich liegt die Vermutung nahe, dass die
Komponenten von dJ... eine untere Schranke fiir den F-Vektor des Tight-Spans einer be-
liebigen generischen Metrik auf n Punkten bilden. Es wire also die Frage zu beantworten,
ob dies tatséchlich der Fall ist, und aukerdem wie man den F-Vektor von d; explizit
angeben kann. Die Berechnung des F-Vektors von d', ist aber, zumindest theoretisch,
mit Hilfe von Korollar 2.1.4 méglich. Das Problem dabei ist allerdings, dass (im Gegen-
satz zum Verhalten der Metrik dJ. . ) die Untermetriken von d7; kombinatorisch ganz
verschieden sind. Man kann diese jedoch klassifzieren: Alle diese Metriken entstehen aus
einem Graphen G, dessen Zusammenhangskomponenten nur Dreiecke, zwei verbundenen
Kanten und einzelne Kanten sind, und der aufserdem isolierte Punkte enthalten kann.
Die Aufgabe wére also, allgemein fiir eine Metrik von solcher Form eine Formel fiir den

F-Vektor zu finden.

n| K| R| B| B| FA| K| F|F&
1 s 3 1

5 16 20 5

6 31 45 15

7 60| 100| 44 3

s| 14| 213|115 15

o | 217| 40| 288 54

10| 409 | 933 | 696 | 180 9

1| 773 | 1921 | 1626 |  522| 45

12 | 1453 | 3918 | 3735 | 1458 | 189

13 2738 7943 8383 3834 684 27
14 5224 | 16269 | 18848 9855 2178 135
15 9679 | 32130 | 40650 | 24165 6615 648
16 18423 | 64960 | 88769 | 58548 | 18720 | 2484 81
17 || 35571 | 133209 | 196393 | 143106 | 52560 | 8613 | 405
18 64963 | 256077 | 403362 | 321759 | 135270 | 27945 | 2187
19 || 125133 | 519869 | 872844 | 754173 | 352044 | 84483 | 8748 | 243

Tabelle 4.2.: Die F-Vektoren der Metriken d”

min-
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A. Genocchi-Zahlen

Die Genocchi-Zahlen sind definiert als Koeffizienten der erzeugenden Funktion e?ﬁ:
2t N = t2n
=: Gp,— =1t G . A01
el +1 T;) ") +; " (2n)! ( )

Thre Untersuchung geht wohl schon auf Euler zuriick, die Benennung nach dem italieni-
schen Mathematiker Angelo Genocchi (1817-1889), der sich intensiv mit ihnen beschéf-
tigte, taucht vermutlich zum ersten Mal in [Luc91]| auf. Spiter wurden sie unter anderem
von Bell in [Bel26] und [Bel29] untersucht.

Die Genocchi-Zahlen stehen {iber
Gon = 2(1 — 2°") By,
in Verbindung mit den bekannten Bernoulli-Zahlen.

n_|

1
Gan | -1

2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 -3 17 -155 2073 -38227 929569 -28820619 1109652905

Tabelle A.1.: Die ersten Werte der Genocchi-Zahlen.

Dumont hat 1974 in [Dum74| eine kombinatorische Interpretation der Genocchi-Zahlen
gegeben. Der Betrag von (), entspricht der Anzahl der Permutationen 7 von [n] derart,
dass 7(¢) > i genau dann, wenn 4 ungerade (und k < n) ist.

Die ersten Werte dieser Zahlen sind in Tabelle A.1 dargestellt. Die Werte G; fiir i
ungerade sind mit Ausnahme von Gy = 1 alle identisch 0. Fiir weitere Informationen
siehe auch [Slo05, Sequence A001469].

A.1. Eine Rekursion fiir die Genocchi-Zahlen

Es gibt viele Moglichkeiten die Genocchi-Zahlen zu berechnen (siehe zum Beispiel [Leh35],
[TT45], [Kre97], [ES00], oder [Dom04]). Die Formel, die wir hier zeigen, wird in Abschnitt
2.2 dazu benutzt, eine Verbindung mit unseren Gleichungen iiber triangulierte Bélle
herzustellen.
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A. Genocchi-Zahlen

Satz A.1.1
Fiir die Genocchi-Zahlen gelten die folgenden Rekursionen:

(1)

und

(i)

n—1 o GQk
Gon = —1 - Z (Qkfl)ﬁ'
k=1

Beweis. Aus (A.0.1) erhalten wir fiir ¢ # 0

9 > thfl
il T;ngm
700 t2n—1 o $n
& 2=<1+ZG2"W> <2+ZH)'
n=1 n=1

Bildet man auf der rechten Seite das Cauchy-Produkt, dann liefert ein Vergleich der

Koeffizienten vor #2"~1
Gan 1 = Gy,
0= S —
en) T T 2:: (211 (2n — 2k)!
1 n—1
. o= 0 5 ()0

und somit ist die erste Aussage bewiesen.

Fiir die zweite Rekursionsformel vergleichen wir die Koeffizienten vor #2":
~1
- ng 1 < GQk
2 Tt T ; R0 — 2k + 1)
n—1
Gax
< G?nz—l—;(zﬁfl)ﬁ
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